VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

El6szo

Az 1. Nemzetk6zi Magyar Matematikaversenyt az 5-8. osztdlyosok szdmadra
Dunaszerdahelyen rendezték meg 2014 tavaszan. Ezt kovetéen Nagyvarad, Kecs-
kemét, Beregszdsz és Szabadka latta vendégiil a Karpat-medence legjobb, dltalanos
iskolds kord matematikusait, az idei, immar hatodik verseny hazigazdija pedig
Lakitelek lehetett. Azon szerencsések kozé tartozom, akik részt vettek mindegyik
eddigi rendezvényen. Harom éve, a kecskeméti versenyen a versenybizottsdg elno-
ki feladatait is elldthattam. Ezek utdn nagy megtiszteltetésnek tekintettem és
orommel véllaltam, amikor a magyarorszagi régié vezetdje, az idei verseny szerve-
z8bizottsdgdnak elnoke, Csordds Mihdly felkért, hogy az idei évben is koordindl-
jam a feladatsorok Osszedllitdsat és irdnyitsam a versenydolgozatok értékelését.

A verseny feladatsorait a hagyomdnyoknak megfeleléen a kollégdk altal bekiil-
dott feladatjavaslatok alapjan allitottuk Ossze. A versenybizottsdg nevében koszo-
netet mondok annak a 30 kolléganak, akik 6sszesen 201 feladatot javasoltak az idei
versenyre. 13 kollégatdl 69 javaslat érkezett Magyarorszagrdl, 7 kollégatdl 37
javaslat Erdélybdl, 5 kollégatdl 30 javaslat Délvidékrol, 3 kollégatsl 10 javaslat
Felvidékrdl és 2 kollégatdl 55 javaslat Kéarpataljarél. Egy matematikus az elézé
szamadatok lattan rogton érdekességet vehetett észre, amelyet a még csak egyete-
mista Fedorszki Addm okozott, akinek kiilon koszonet jar az dltala javasolt, igé-
nyesen kidolgozott 50 (!) feladatért. A Fedorszki Addm altal bekiildott feladatok
mindségét jelzi, hogy koziiliik 7 feladat be is kertilt a kivalasztott feladatok kozé. A
verseny mindkét versenynapjdra, mind a négy évfolyamon 4-4 feladatot kellett
kivélasztanunk. A feladatlapokon minden régié képviseltette magat, hiszen a kiva-
lasztott feladatok kozott 9 anyaorszagi bekiild6 13 feladata, 4 erdélyi bekiildé 4
feladata, 3 délvidéki bekiild6 5 feladata, 3 felvidéki bekiildd 3 feladata, valamint 1
karpataljai bekiild6 7 feladata szerepelt.

Koszonom a feladatsorok osszedllitdsdban végzett odaadé munkdjat a bizottsag
tagjainak: az 5. osztdlyos feladatsor felelése Tassy Gergely, a 6. osztidlyosé Juhdsz
Péter, a 7. osztdlyosé Remeténé Orvos Viola, a 8. osztilyosé pedig Lanyi Vera
volt. Ez a kiadvény a veliik egyiitt végzett, tobb mint egy hénapos k6z6s munkal-
kod4sunk eredménye. Reméljiik, hogy nem csak a verseny résztvevdinek lesz szép
emlék, de azok szdmdra is hasznos lesz a kis fiizet tanulmanyozésa, akik nem vol-
tak veliink Lakitelken.

Erd6s Gébor
a versenybizottsig elnoke
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VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

Feladatok, 5. osztaly

1. Egy jatékban minden szétagnak elére meghatdrozott pontértéke van. Egy sz6
pontértékét ugy kapjuk meg, hogy Osszeadjuk a szétagjainak pontértékét. Ismert
a kovetkez6 szavak pontértéke:
KOLOS: 6 pont KOTOR: 8 pont KOPAR: 12 pont
TORKOLAT: 16 pont PARLAT: 18 pont.
Hany pontot ér a KOLOSTOR sz6?

2. Peti kapott két kockat. Az els6 kocka lapjain az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamok szerepel-
nek valamilyen sorrendben (minden lapon egy-egy kiilonb6zd). A mésodik koc-
ka minden lapjdra Peti irt rd egy-egy tetszéleges szdmjegyet. Ezutdn észrevette,
hogy 10 éves korit6l kezdve mostandig barmikor ki lehetett volna rakni e két
kocka segitségével az életkorat, de egy év milva ezt mar nem lehetne megtenni,
még akkor sem, ha mashogy toltotte volna ki a masodik kocka lapjait. (A 15 pél-
daul akkor rakhaté ki, ha az egyik kocka 1-est tartalmazé lapjat és a mdsik kocka
5-0st tartalmazé lapjat egymds mellé tessziik. A 6-os szamjegyet lefelé forditva
nem olvashatjuk 9-esnek, és a 9-est sem 6-osnak.)

a) Héany éves most Peti?
b) Melyik szamokat irhatta Peti a mdsodik kocka lapjaira?

3. Valamelyik naptari év folyamdn januar elseje €s aprilis elseje is csiitortokre esik.
Hény olyan hénap taldlhat6 ebben az évben, amelyben 6t péntek van?

4. Az abran lathat6, 6x6 kis négyzetbdl 4ll6 tablat a lehetd legtobb
téglalapra vagtuk szét dgy, hogy a kapott téglalapok teriilete
mind kiilonb6z6; mindegyikben ugyanannyi fehér négyzet ta-
lalhat6, mint fekete; tovabba egyik kis négyzet belsejébe sem
vagtunk bele.

a) Hany téglalapra vagtuk szét a tablat?

b) Hany kiilonb6z6 médon végezhettiik el ezt a szétvagast? (Két szétvagast ak-
kor neveziink kiilonb6zdének, ha van olyan teriiletli téglalap az egyikben, amilyen
teriileti nincs a masikban.)

5. Az 6todikes Moricka elkezdte leirni egy hosszu papirra az egész szdmokat 1-t61
100-ig egyesével, majd ettdl a 100-astdl 1-ig visszafelé egyesével, ezutdn ettdl az
1-estd] ismét 100-ig egyesével, és igy tovdbb. Az igy kapott 1; 2; 3; ...; 99; 100;
99; ...;3;2; 1;2; 3; ... szamsor 6sszesen 2019 szambdl all.

a) Osszesen hdny szamjegyet frt le ekdzben Méricka?
b) Hany darab O szerepel a leirt szimjegyek kozott?
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VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

6. AzN-M-M-V-L-A-K-I'T-E-L-E-K szorzatban az azonos betiik azonos, a kiilon-
boz8 betiik kiilonbzd, 0-nédl nagyobb szdmjegyeket jelolnek. Mennyi a szorzat
lehetd legnagyobb és lehetd legkisebb értékének hdnyadosa?

7. A gonosz Hékuszpok elvardzsolta Aprajafalva 6sszes torpéjét, igy néhany torpe
mindig igazat mond, a tobbi pedig mindig hazudik. Ezutin egyesével magihoz
hivatta az 0sszes torpét, és megkérdezte mindegyikiiket az 6sszes tobbi torpérol
kiilon-kiilon, hogy azok igazmondék-e vagy hazugok. Osszesen 62-szer kapta azt
vélaszként, hogy igazmondo, és 70-szer azt, hogy hazug.

a) Hany torpét varazsolt el Hokuszpok?
b) Hany igazmond¢ lehet az elvardzsolt torpék kozott?
¢) Hany igaz lehet az elhangzott valaszok kozott?

8. Egy 4x4-es tabla néhany mezdjére egy-egy csokit tesziink. Ez-

utdn Gombdc Artir tetszélegesen kivdlaszt 2 sort és 2 oszlopot,
és az azokban 1év6 csokikat mind megeszi. Mennyi az a lehetd

legkevesebb szdmu csoki, amit el tudunk gy helyezni a tablén,
hogy Gombdc Artir tdmaddsa utdn biztosan maradjon legaldbb

egy csoki a tdblan Pom Pomnak is?
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Feladatok, 6. osztaly

1. Furfangidban az aut6k rendszdma kétféle lehet: vagy 3 betlit és utdna 2 szamje-
gyet tartalmaz (példaul NMM19), vagy 5 betiit és utdna 2 szamjegyet (példaul
MATEK19). Az el6bbi tipust a diploméciai auték kapjak, az utébbit pedig a tob-
bi jarmi. Furfangia Diplo keriiletében sok kovetség taldlhat6. A keriilet egyik
parkol6hdzdban a beléptetd kapu leolvassa a rendszdmokat. Az 4prilis 30-ai sta-
tisztikdk azt mutattdk, hogy azon a napon 661 betlit és 278 szamjegyet olvasott le
a rendszer. Hanyszor hajtott be diplomdciai auté aznap ebbe a parkoléhdzba?

2. Berci irt egy programot, amely kiirta a képernydre novekvo sorrendben azokat az
1000-nél kisebb, pozitiv egész szdmokat, amelyek 2-vel, 3-mal és 4-gyel is oszt-
hatdk, és 5-tel osztva 1-et adnak maradékul.

a) Hany szdmot jelenitett meg a képerny6n Berci programja?
b) Melyik volt az elsd és az utols6 szam, ami megjelent a képerny6n?

3. Egy 5x5-0s négyzetet néhany 4xl-es és 3xl-es téglalapra vagtak szét. (Mds
méretll alakzat nem keletkezett a szétvagds sordn.) Hany téglalap keletkezett az
egyes fajtakbol?

4. Az erdei mandk falujaban 40-nél kevesebben élnek, mindegyikiik milliméterben
mért magassaga egy-egy pozitiv egész szdm. Jend és Rezsd a faluban laké ma-
nok. Jendnél nincs alacsonyabb mand, Rezsnél pedig nincs magasabb a faluban.

4
A mandk dtlagmagassidga Rezsd nélkiil 148% mm, Jend nélkiil 1497 mm.

a) Osszesen hdny erdei man6 él a faluban?
b) Milyen magas lehet Rezs6?

5. Az édbréan egy biivos négyzet lathatd, de néhdny szdm sajnos el-
tlint beldle. Tudjuk, hogy a blivos négyzetek minden sordban,
minden oszlopdban és mindkét 4tléjaban az ott taldlhat6 harom
szam Osszege megegyezik. (Vagyis mind a nyolc haromtagi 0sz- 13
szeg egyenld.) Add meg az 6t hidnyzé szamot!

8516137

6. Leirtunk valahonnan CEREEEE I I NN

kezdve az 5 egymast
kovetd tobbszorosei koziil 16 darabot, majd ezeket az dbrdnak megfeleléen egy-
egy csillaggal letakartuk. Tudjuk, hogy az els6 téglalapban 1év6 szdmok dsszege
ugyanannyi, mint a masodik téglalapban 1évOké. Mennyi az els6 téglalapban 1évd
szdmok Osszege?
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7. Bodza felirta kozvetleniil egymds utdn, csokkend sorrendben az dsszes pozitiv
egész szamot 2019-td1 1-ig, igy a kdvetkezd szdmot kapta:
201920182017.....10987654321.
a) Mennyi maradékot ad a Bodza 4ltal felirt szdm 6-tal osztva?
b) Bodza alaposan megvizsgélta ezt a szdmot a papirjan, és ha talalt legaldbb ha-
rom egyforma, 1-nél nagyobb szdmjegyet kozvetleniil egymas mellett, akkor be-
karikdzta ezeket a szamjegyeket. Hany szamjegyet karikdzott be Bodza?

8. Rita és Krist6f egy 6x6-0s négyzetracson a kovetkezd jatékot
jatsszdk: Minden 1épésben az éppen kovetkez6 jatékos kiva-
laszt egy sort vagy oszlopot, és annak Osszes mezdjét befesti
a sajat szinével. Krist6f szine a kék, Ritdé a rézsaszin. (Ha
valamelyik mezd kék volt, és azt Rita atfesti, akkor az a me-
z8 rézsaszin lesz, és forditva: egy mar rézsaszin mezdt Kris-
tof a 1épésével kékre fest.) Kristof kezd, és felvdltva 1épnek. Amelyik sort vagy
oszlopot valamelyikiik egyszer mér vélasztotta, azt egyikiik sem vdlaszthatja ki
Ujra. A jaték akkor ér véget, ha mar minden sort és minden oszlopot kivélasztotta
valamelyikiik. Rita nyer, ha a jaték végén pontosan 6-tal tobb rézsaszin mezd
van, mint kék, egyébként pedig Kristéf a gydztes. Melyik jatékosnak van nyerd
stratégidja? Adj meg egy lehetséges nyerd stratégiat!
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Feladatok, 7. osztaly

1. Egy kétkart mérleg jobb oldali serpenydjébe csak piros, a bal oldaliba csak zold
golydkat tettiink. Tudjuk, hogy barmelyik két egyforma szinti golyénak egyenld
a tomege. A két serpenydben Osszesen 45 darab goly6t helyeztiink el, igy a mér-
leg egyensilyban van. Ha a jobb oldali serpenyébdl 11 piros golyét elvennénk, a
bal oldali serpeny6bdl pedig 2 z6ld goly6t athelyeznénk a jobb oldaliba, akkor a
mérleg ismét egyenstilyban lenne. Hany piros golyé van a jobb oldali serpenyd-
ben?

2. Hany kiilonb6z6, harommal oszthatd, négyjegyii pozitiv egész szam készithetd a
0; 1; 2; 3; 4; 5 szdmjegyekbdl, ha egy szdmhoz mindegyik szdmjegyet
a) legfeljebb egyszer haszndlhatjuk fel?
b) tobbszor is felhaszndlhatjuk?

3. Dani t4jfuté edzésre jar. Egy edzésrdl érkezve azt mesélte baratjanak, Téninak,
hogy az edzés résztvevoi koziil mindenkinek pontosan 4 baritja volt jelen az
edzésen, és barmelyik két résztvevonek pontosan 2 kozos bardtja volt jelen az
edzésen. Téni elgondolkodott, és kijelentette, hogy ez bizony nem lehetséges.
Bizonyitsd be, hogy Téninak igaza van! (A bardtsdgot minden esetben kolcso-
nosnek tekintjiik: ha példaul Andrds bardtja Bélanak, akkor Béla is baritja And-
rasnak.)

4. Az ABC derékszogli haromszog AB atfogéjanak felezOpontja F. A C csucsbol
indulé magassdgvonal a D pontban, a C csticsb6l indulé belsé szogfelezd az E
pontban metszi az dtfogét. Az FE szakasz kétszer olyan hosszui, mint a DE sza-
kasz. Hany fokosak az ABC haromszog belsd szogei?

5. Egy tancest résztvevdi koziil voltak, akik mar ismerték egymadst, és voltak, akik
még nem. Az est sordn mindegyik lany egy-egy dlmodoz¢ pillantést vetett mind-
egyik szdmdra ismer6s fidra, de senki masra nem. Ugyanakkor mindegyik fid
egy-egy dlmodozé pillantast vetett mindegyik szdmadra ismeretlen ldnyra, de sen-
ki masra nem. A résztvevok dsszesen 180 dlmodozd pillantést vetettek.

(Az ismeretségek kolcsonosek: ha példaul Pisti ismeri Terit, akkor Teri is ismeri
Pistit.)

a) Hanyan lehettek ezen a tdncesten, ha az eddig elmondottakon kiviil csak any-
nyit tudunk, hogy a résztvevok szdma kevesebb volt 40-nél?

b) Hany 13 éves lany lehetett ezen a tdncesten, ha még azt is tudjuk, hogy mind-
egyik résztvevd 13 vagy 14 éves volt, és a lanyok életkordnak osszege 240 volt?
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6. 1Ird be az dbran lithaté korokbe az 1;2;3;4;,5,6;,7;,8;,9
szdmokat gy, hogy ha kiszdmoljuk a berajzolt egyenesek
mentén a hirom-hdrom beirt szdm Osszegét, akkor négy
egymadst kovetd szamot kapjunk! Melyik szdm keriilhet a ko-
z€pso6 korbe?

(Mindegyik korbe egy szdmot irunk, és mindegyik szdmot
egyszer haszndljuk fel.)

7. Az ABC haromszog AB és AC oldala egyenld hosszu. Legyen az AC oldal fele-
zOpontja D. Vegyiik fel az E pontot Ugy, hogy a BE szakasz felezOpontja D le-
gyen, az F pontot pedig ugy, hogy a DF szakasz felez6pontja illeszkedjen a BC
oldal egyenesére, és a DF szakasz merdleges legyen a BC oldal egyenesére.

a) Igazold, hogy az E, C és F pontok egy egyenesre illeszkednek!
b) Hanyszorosa az ABFE négyszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?

8. Egy futéversenyen mind a 75 indul6 célba ért. Holtverseny nem volt, vagyis az
1.5 25 3.5 ...; 74,5 75. helyezések mindegyikét pontosan egy versenyzd szerezte
meg. A verseny eldtt minden indulé megtippelte, hogy hdnyadikként fog célba
érni. Mindannyian mondtak egy-egy 0-ndl nagyobb, 76-ndl kisebb egész szdmot,
amelyek 0sszege pontosan 2019 volt. Hanyan lehettek azok a versenyzdk, akik
eltalaltak a sajat helyezésiiket?
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Feladatok, 8. osztaly

1. Pisti leirt egy haromjegyl pozitiv egész szdmot, amelynek egyik szamjegye sem
nulla, és mindhdarom szamjegye kiilonb6z6é. A Pisti altal lefrt szdm egyenld a
szamjegyeibdl alkothaté hat kiilonb6z6 kétjegyli szdm Osszegével. Melyik sza-
mot irhatta le Pisti?

2. Teri Kecskeméten sziiletett. Egyik délutdn sziilévarosdnak betiiit irja be egy 3x3-
as tdblazat 9 négyzetébe ugy, hogy mindegyik négyzetbe egy betlit ir, elészor a
K betiit helyezi el valamelyik négyzetben, majd sorban egymds utdn a tdbbi betlit
(K; E; C; S; K; E; M; E; T sorrendben) gy, hogy a kdvetkezd betlit mindig az
eldzdleg beirt betlivel szomszédos négyzetbe irja. (Két négyzet szomszédos, ha
van kozos oldaluk.)
a) Hanyféleképpen toltheti ki Teri a tabl4zatot?
b) Hanyféleképpen toltheti ki Teri tgy a tadblazatot, hogy minden sorba és min-
den oszlopba egy maganhangzé keriiljon?

3. A VI Nemzetkézi Magyar Matematikaverseny egyik délutdnjan sakkversenyt
hirdettek a hetedik és nyolcadik évfolyamosok szdmdra. Mindegyik jatékos
mindegyik ellenfelével egy jatszmat jatszott. Mindegyik jatszma utdn a nyertes 1
pontot kapott, a vesztes 0 pontot, ha pedig dontetlenre végzddott a parti, akkor
mindkét jatékos fél-fél pontot kapott. A verseny végén kidertilt, hogy 9-szer any-
nyi hetedikes vett részt a versenyen, mint a nyolcadikos; illetve a hetedikesek 4l-
tal szerzett dsszpontszdm 4-szer annyi volt, mint a nyolcadikosok 4ltal szerzett.
Hény pontot ért el Karcsi, a legeredményesebb nyolcadik évfolyamos verseny-
z8?

4. Az ABC hiaromszog AB oldaldnak felezépontja F. A BC oldal egyik bels6 pontja
D, az FD egyenes az AC oldal C-n tili meghosszabbitasat az E pontban metszi.
Tudjuk, hogy a BDF és a DEC haromszogek teriilete egyenld. Legyen a D pon-
ton 4t az AB oldallal hizott parhuzamos egyenes és a BE szakasz metszéspontja
P, az AP és a CF szakaszok metszéspontja pedig Q.

a) Bizonyitsd be, hogy a BECF négyszog trapéz!
b) Bizonyitsd be, hogy a BPCQ négyszog paralelogramma!

5. Egy téglalap teriilete 4,9 m?, keriilete pedig 9,8 m. Hatérozd meg a téglalap olda-
lainak hosszat, ha tudjuk, hogy azok deciméterben kifejezve egész szamok!
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6. Egy hétjegyli szdmot nevezziink biivosnek, ha oszthaté Osszes szdmjegyének
szorzatdval.
a) Hirom egymdst kovetd hétjegyll szdm mindegyike blivos. Melyek lehetnek
ezek a szdmok?
b) Lehet-e taldlni négy egymadst kovetd hétjegyli blivos szdmot?

7. Amikor a hét torpe leiilt egy kerek asztalhoz, Héfehérke elhatdrozta, hogy mind-
egyikiik fejére tesz egy-egy piros, sarga, kék vagy zold sapkat. Kuka rogton ki-
konyorogte, hogy 6 mindenképpen piros sapkdt kapjon. Abban minden torpe
egyetértett, hogy az egymds mellett iilok kiilonb6zé szini sapkat kapjanak.
Hanyféleképpen tudta Héfehérke kiosztani a sapkdkat a feltételeknek megfeleld-
en? (Mindegyik szinti sapkabdl van legalabb 7 darab.)

8. Az ABQQ,..Q,_, szabilyos k olda-
14 sokszog belsejében helyezkedik el
az ABEP,..P_, szabdlyos n oldalu

n-2

sokszog (k > n) Létezik-e olyan k

és n, amelyek eseténa Q,, P, és P,

pontok egy egyenesre illeszkednek?
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1.

Megoldasok, 5. osztaly

Egy jatékban minden szétagnak elére meghatdrozott pontértéke van. Egy sz6
pontértékét ugy kapjuk meg, hogy Osszeadjuk a szétagjainak pontértékét. Ismert
a kovetkez6 szavak pontértéke:
KOLOS: 6 pont KOTOR: 8 pont KOPAR: 12 pont
TORKOLAT: 16 pont PARLAT: 18 pont.
Hany pontot ér a KOLOSTOR sz6?
(Végh Erika, Készeg)

Megoldds: A TORKOLAT és a KOTOR szavak csak a LAT szétagban kiilon-
boznek, igy a LAT szétag 16 -8 =8 pontot ér. Ekkor a PARLAT sz6 alapjan a
PAR szétag értéke 18—8 =10 pont. Mivel a KOPAR sz6 értéke 12 pont, ezért a
KO szétag 12-10=2 pontot ér. A KOTOR sz6 értékébdl megtudjuk, hogy a
TOR szétag értéke 8—2=6 pont. A KOLOSTOR sz6 a TOR szétaggal hosz-
szabb, mint a KOLOS sz6, igy pontértéke is 6 ponttal tobb a KOLOS sz6 értéké-
nél, azaz a KOLOSTOR sz6 6+ 6 =12 pontot ér.

Peti kapott két kockat. Az els6 kocka lapjain az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmok szerepel-
nek valamilyen sorrendben (minden lapon egy-egy kiilonb6z6). A mésodik koc-
ka minden lapjara Peti irt rd egy-egy tetszéleges szamjegyet. Ezutin észrevette,
hogy 10 éves koratdl kezdve mostandig barmikor ki lehetett volna rakni e két
kocka segitségével az éveinek szamit, de egy év milva ezt mir nem lehetne
megtenni, még akkor sem, ha mashogy toltotte volna ki a masodik kocka lapjait.
(A 15 példaul akkor rakhat6 ki, ha az egyik kocka 1-est tartalmazé lapjat és a
masik kocka 5-0st tartalmazé lapjat egymds mellé tessziik. A 6-o0s szdmjegyet
lefelé forditva nem olvashatjuk 9-esnek, és a 9-est sem 6-osnak.)
a) Hany éves most Peti?
b) Melyik szdmokat irhatta Peti a mdsodik kocka lapjaira?

(Kozma Katalin Abigél, Gydr)

Megoldds:

Ahhoz, hogy a 10 kirakhat6 legyen, a masik kocka egyik lapjara O-t kell irni. A
11 kirakdsdhoz két darab 1-es szdmjegy sziikséges, igy a masik kocka egyik lap-
jéra 1-est kell irni. Ezt az egyest a tizes helyi értéken haszndlva kirakhatdk a 12;
13; 14; 15; 16 szamok. Ahhoz, hogy a kovetkezé harom szdmot ki lehessen rak-
ni, a masik kocka egy-egy lapjara a 7; 8; 9 szamjegyeket kell irnia Petinek. Eze-
ket az egyes helyi értéken, az elsd kocka 1-es szamjegyét pedig a tizes helyi ér-
téken hasznalva a 17; 18; 19 szamok is kirakhaték. Az els6 kocka 2-es és a ma-
sodik kocka 0-s szdmjegyével kirakhat6 a 20, az els6 kocka 2-es és a mdsodik
kocka 1-es szamjegyével kirakhat6 a 21. Ahhoz, hogy a 22 is kirakhat6 legyen,
mindkét kockdn kell lennie 2-esnek, ezért a misodik kocka egyetlen még iires
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lapjara 2-est kell irnia Petinek. A mdasodik kocka 2-es szdmjegyét a tizes helyi
értéken haszndlva kirakhat6 a 23; 24; 25; 26; az els6 kocka 2-es szdmjegyét a ti-
zes helyi értéken haszndlva kirakhat6 a 27; 28; 29; az els6 kocka 3-as szdmjegyét
a tizes helyi értéken haszndlva kirakhat6 a 30; 31; 32. A mésodik kockdnak mér
nincsen lires lapja, igy csak az els6 kockdn van 3-as szdmjegy, ezért a 33 a legki-
sebb olyan szdm, amelyet nem tud kirakni Peti. Peti tehat most 32 éves, és a ma-
sodik kockara a 0; 1; 2; 7; 8; 9 szamokat kellett irnia.

3. Valamelyik naptari év folyaman janudr elseje és aprilis elseje is cstitortokre esik.
Hany olyan hénap taldlhaté ebben az évben, amelyben 6t péntek van?
(Toth Gabriella, Csantavér)

Els6 megoldds: Nézziik végig a hénapokat, melyik milyen nappal kezdédik. A
janudr 31 napos és csiitortokkel kezddédik, igy az utolsé harom napja csiitortok,
péntek és szombat, ezért a februdr elsé napja vasdrnap. Hasonléan gondolkodva,
ha nem sz6kdévrdl lenne sz6, akkor a marcius vasdrnappal, az dprilis pedig szer-
ddval kezdédne. Ez nem felel meg a feltételeknek, tehdt szokdévrdl van sz6. Ez
azt jelenti, hogy a marcius hétfével, az 4prilis csiitortokkel kezdddik. A tobbi hé-
nap els6 napja: méjusé szombat, jiniusé kedd, juliusé csiitortok, augusztusé va-
sarnap, szeptemberé szerda, oktéberé péntek, novemberé hétf6, decemberé szer-
da. Vizsgéljuk most a péntekek szamdt aszerint, hogy melyik hénap hiany napos.
A februdr 29 napos, vasarnappal kezdddik, igy ebben a hénapban csak négy pén-
tek van. A 30 napos hénapokban akkor lehet 6t péntek, ha csiitortokkel vagy
péntekkel kezdddnek, ilyen hénap egy van ebben az évben, az dprilis. A 31 na-
pos hénapokban akkor lehet 6t péntek, ha szerddval, csiitortokkel vagy péntekkel
kezdddnek, ilyen hénapok ebben az évben a janudr, a julius, az oktdber és a dec-
ember. Tehdt dsszesen 5 olyan hénap van ebben az évben, amely 6t pénteket tar-
talmaz.

Mdsodik megoldds: Ha az adott év nem szokdév, akkor a két datum kozott
31+28+31=90 nap telik el; ha szok6éév, akkor pedig 1 nappal tobb, vagyis 91
nap. A két ditum ugyanolyan napra esik, igy a kozottiik eltelt napok szdma oszt-
hat6é 7-tel. Mivel 91:7 =13, ezért sz6k6évrdl van sz6, amely 366 napbdl all. Az
év 52 teljes hétbol és még 2 napbdl all, hiszen 366 =527 +2. Tudjuk, hogy az
év csiitortokkel kezdddik, ezért utolsé két napja csiitortok és péntek lesz, azaz
ebben az évben 53-53 csiitortdk és péntek lesz, a tobbi napbdl pedig 52-52 darab.
Minden hénap tartalmaz legaldbb 4 teljes hetet, vagyis 4 pénteket, és egyik ho-
napban sem lehet 5-nél t6bb péntek, hiszen akkor ebben a hénapban legaldbb 36
napnak kellene lennie. Osszuk szét most a péntekeket a honapok kozott. Mind a
12 hénapnak biztosan kell adnunk 4 pénteket, igy eddig szétosztottunk 48 pénte-
ket. A megmarad6 péntekeket csak kiilonb6zé hénapoknak adhatjuk, kiilonben
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lenne olyan hénap, amelyben 5-nél tobb péntek van. Mivel 5 péntek maradt meg,
ezért 5 olyan hénap van ebben az évben, amely 6t pénteket tartalmaz.

Az 4brén lathatd, 6x6 kis négyzetbdl 4ll6 tablat a lehetd legtobb
téglalapra vagtuk szét dgy, hogy a kapott téglalapok teriilete
mind kiilonb6zd; mindegyikben ugyanannyi fehér négyzet ta-
lalhat6, mint fekete; tovabba egyik kis négyzet belsejébe sem
vagtunk bele.
a) Hany téglalapra vagtuk szét a tablat?
b) Hany kiilonb6z6 médon végezhettiik el ezt a szétvagast? (Két szétvagast ak-
kor neveziink kiilonb6zdének, ha van olyan teriiletli téglalap az egyikben, amilyen
teriileti nincs a masikban.)
(Erdds Gdbor, Nagykanizsa)

Megoldds: Ha mindegyik keletkezd téglalap ugyanannyi fehér és fekete négyze-
tet tartalmaz, akkor mindegyik keletkezd téglalap paros sok kis négyzetbdl all. A
részek szdma nem lehet 6 vagy anndl tobb, mivel mar a hat legkisebb teriileti
megfeleld téglalap is Osszesen 2+4+6+8+10+12 =42 kis négyzetbdl 4llna,
ami nem lehetséges, hiszen az eredeti tabla csak 36 négyzetet tartalmaz. A 36-ot
5 kiilonb6z6 pozitiv paros szdm Osszegére haromféleképpen lehet felbontani:
36=2+4+6+8+16=2+4+6+10+14=2+4+8+10+12.

Ezek kozill a mdsodiknak megfeleld szétdarabolds biztosan nem végezhetd el,
hiszen a 14 négyzetbdl 4ll6 téglalap csak 2x7-es vagy 1x14-es lehetne, de ilyent
egy 6x6-os tdblabol nem lehet kivagni. A masik két esetben a feldarabolds elvé-
gezhetd, példaul az alabbi dbrdkon l14thaté médon:

Tehat a tablat 5 téglalapra vigtuk szét, és a daraboldst két kiilonb6zé mddon vé-
gezhettiik el.

Az 6todikes Moricka elkezdte leirni egy hosszu papirra az egész szdmokat 1-tdl
100-ig egyesével, majd ettdl a 100-astdl 1-ig visszafelé egyesével, ezutdn ettdl az
1-est6] ismét 100-ig egyesével, és igy tovabb. Az igy kapott 1; 2; 3; ...; 99; 100;
99; ...;3;2;1;2; 3; ... szamsor 0sszesen 2019 szambdl all.
a) Osszesen hany szdmjegyet irt le ekdzben Méricka?
b) Hany darab 0 szerepel a leirt szimjegyek kozott?

(Oldh Miklés, Kraszna)
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Megoldds:

a) Vizsgdljuk meg az 1; 2; 3; ...; 99; 100; 99; ...; 3; 2 szdmsort. Ez 0sszesen
9+8=17 egyjegyl, 2[90=180 kétjegyli és 1 haromjegyli szambdl &ll, tehat
Osszesen 17+180+1=198 szdmot és 17U+1802+103 =380 szdmjegyet tar-
talmaz. Mivel a 2019-et 198-cal osztva a hdnyados 10, a maradék pedig 39, igy
Moricka tizszer irta le az elobb vizsgalt szdmsort, valamint lefrt még 39 szamot.
A tizszer lefrt szdmsor 6sszesen 10380 =3800 szdmjegybdl 4ll, az 1; 2; ...; 38;
39 szamok pedig tovabbi 90 +30[2 =69 szamjegybdl, ezért Mdricka Osszesen
3869 szamjegyet irt le.

b) Az a) részben vizsgalt szamsorban kétszer szerepelnek a 10; 20; 30; ...; 80; 90
szamok, ezek Osszesen 2[9 =18 darab O-t tartalmaznak, a 100 pedig tovabbi két
darabot, tehat a vizsgalt szimsorban 6sszesen 20 darab 0 van. Mivel Mdricka ezt
a szamsort tizszer irta le, valamint még egyszer leirta a 10, 20, 30 szamokat, igy
az Osszesen lefrt 0-k szdma 1020 +3 =203.

6. AzN-M'M-V-L-A-K-I'T-E-L-E-K szorzatban az azonos betiik azonos, a kiiloén-
boz8 betiik kiilonbzd, 0-nédl nagyobb szdmjegyeket jelolnek. Mennyi a szorzat
lehetd legnagyobb és lehetd legkisebb értékének hanyadosa?

(Csordds Mihdly, Kecskemét)

Megoldds: A szorzat 9-féle betlit tartalmaz (N; M; V; L; A; K; I; T; E), ezért
mind a 9 pozitiv szdmjegy megfelel valamelyik betiinek. Mivel 4 beti (M; L; K;
E) kétszer szerepel, ezért a szorzat akkor lesz a legnagyobb, ha ezek helyére a 9;
8; 7; 6 szdmjegyeket irjuk, és akkor lesz a legkisebb, ha ezek helyére az 1; 2; 3; 4
szamjegyeket frjuk, tetszéleges sorrendben. Mivel mindegyik szdmjegy mindkét
szorzatban legaldbb egyszer szerepel, igy amikor elosztjuk egymdssal a két szor-
zatot, akkor mindegyik szdmjeggyel egy alkalommal tudunk egyszeriisiteni. A

két szorzat hanyadosa ezen egyszerisitések utdn % =307 [6, tehat a kere-

sett hanyados értéke 126.

7. A gonosz Hékuszpok elvardzsolta Aprajafalva dsszes torpéjét, igy néhany torpe
mindig igazat mond, a tobbi pedig mindig hazudik. Ezutdn egyesével magahoz
hivatta az 0sszes torpét, és megkérdezte mindegyikiiket az 6sszes tobbi torpérol
kiilon-kiilon, hogy azok igazmonddk-e vagy hazugok. Osszesen 62-szer kapta azt
vélaszként, hogy igazmondo, és 70-szer azt, hogy hazug.

a) Hany torpét varazsolt el Hokuszpdk?
b) Héany igazmond¢ lehet az elvarazsolt torpék kozott?
¢) Héany igaz lehet az elhangzott valaszok k6zott?
(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

Matematikdban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany 13



VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

Megoldds:

a) A torpék Osszesen 62+70=132 kérdésre valaszoltak. Mivel Hékuszpdk
mindegyik torpét megkérdezte az 6sszes tobbirdl, igy mindegyikiik eggyel keve-
sebbszer valaszolt, mint amennyi a torpék szdma. A valaszok szamat tehat agy is
megkaphatjuk, ha a torpék szdmat megszorozzuk a torpék szamanal eggyel ki-
sebb szammal. Mivel 132 =121, ezért az elvardzsolt torpék szdma 12 volt.

b) Az ,igazmond4” vdlaszt vagy igazmondé mondhatta igazmondordl, vagy ha-
zug hazugrél. Hasonléan a ,,hazug” vélaszt vagy igazmond6 mondhatta hazugrél,
vagy hazug igazmondérél. gy mindegyik igazmondé-hazug par esetén kétszer
hangzott el a ,hazug” vdlasz, ami azt jelenti, hogy az igazmondé-hazug parok
szdma 70:2 =35. Az igazmondé-hazug péarok szamat megkapjuk, ha az igaz-
mondok szdmdt megszorozzuk a hazugok szamaval. A 35-6t kétféleképpen lehet
két pozitiv egész szam szorzatdra bontani: 35 =135 =57. Mivel az igazmon-
dok és a hazugok szdmdnak Osszege 12, igy csak a masodik felbontds ad megol-
dést, tehdt az igazmonddk szdma 5 vagy 7 lehet.

¢) Ha az igazmonddk szdma 5, akkor 8k mindenkirdl igazat mondanak, igy az
igaz vélaszok szama 501=155. (Az a valasz, hogy ,,igazmond6”, 5[4 =20 al-
kalommal hangzik el, az pedig, hogy ,hazug”, 5[7 =35 alkalommal.) Ha az
igazmondok szdma 7, akkor az igaz valaszok szdma 7U1="77. (42 alkalommal
hangzik el, hogy ,,igazmond6” és 35 alkalommal, hogy ,,hazug”.)

A b) rész mdsodik megolddsa: Ha mindenki igazmondé vagy mindenki hazug
lenne, akkor mindenki azt mondand az Osszes tobbirdl, hogy azok igazmondok,
tehat ez az eset nem dllhat fenn. Ha 1 igazmond¢6 lenne és 11 hazug, akkor az
igazmond6 11-szer mondand, hogy ,.hazug”, a hazugok pedig mind a 11-en 1-1
alkalommal mondandk ugyanezt az igazmondoérdl, igy dsszesen 22-szer hangoz-
na el a ,hazug” vidlasz. Ez az eset sem lehetséges. Ugyanez lenne a helyzet for-
ditva, ha 1 igazmondé és 11 hazug lenne. Hasonléan végigszamolva, ha az igaz-
mondok szdma rendre 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 lenne, akkor a ,.hazug” valaszok
szama rendre 40; 54; 64; 70; 72; 70; 64; 54; 40 lenne, tehat az igazmonddk sza-
ma 5 vagy 7 lehet.

Egy 4x4-es tdbla néhdny mezdjére egy-egy csokit tesziink. Ez-

utdn Gombdc Artir tetszélegesen kivdlaszt 2 sort és 2 oszlopot,

és az azokban 1év6 csokikat mind megeszi. Mennyi az a lehetd
legkevesebb szdmu csoki, amit el tudunk gy helyezni a tablén,

hogy Gombde Artir tdmaddsa utdn biztosan maradjon legaldbb

egy csoki a tdblan Pom Pomnak is?
(Kekendk Szilvia, Kassa)
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Megoldds: El8szor lassuk be, hogy akdrhogy helyeziink el 6 vagy kevesebb cso-
kit, Gomb6c Artir meg tudja enni a feladatban szerepld szabdlyokkal az 6sz-
szeset. Nevezziik egy 1épésnek azt, hogy Gombd6c Artir kivalaszt egy sort vagy
egy oszlopot, és megeszi az dsszes abban taldlhaté csokit. Ha valamelyik sorban
3 vagy 4 csoki van, akkor az els6 1épésben ezeket megeszi. Ezt kovetden legfel-
jebb 3 csoki marad a tablan. Ezeket a csokikat meg tudja enni tovabbi hdrom 1¢é-
pésben, a csoki sordt vagy oszlopat valasztva. Ha egyik sorban sincs 3 vagy 4
csoki, akkor mindegyikben legfeljebb 2 csoki lehet. Mivel a sorok szdma 4, igy
van legaldbb 2 olyan sor, amelyekben 2-2 csoki taldlhaté. Ha Gombdc Artir az
elso két 1épésben ezt a két sort valasztja, akkor legfeljebb 2 csoki marad a tablan.
Ezt a két csokit tovabbi két 1épésben meg tudja enni, a csokik oszlopat vilasztva.
Vagyis ahhoz, hogy Gombdc Artiir timaddsa utdn is biztosan maradjon csoki a
tablan, a csokik szama nem lehet kevesebb 7-nél.

A feladat megolddsdhoz tartozik annak megmutatdsa is, hogy 7 )
csokit viszont el lehet helyezni megfelelden, példdul az 4brdn oo
lathat6 médon. Mindegy, hogy Gombd6c Artir eldszor sorokat Py
vagy oszlopokat vélaszt. Tegyiik fel, hogy 2 sort valaszt eldszor. ol l®

Végig lehet gondolni, hogy barmelyik 2 sort vilasztja is (ez 6
eset), mindig lesz 3 olyan oszlop, amelyekben még marad csoki, igy ezeket nem
tudja megenni 2 oszlop vélasztasaval.

Megoldasok, 6. osztaly

1. Furfangidban az auték rendszdma kétféle lehet: vagy 3 betlit és utdna 2 szamje-
gyet tartalmaz (példdul NMM19), vagy 5 betlit és utdna 2 szdmjegyet (példaul
MATEK19). Az el6bbi tipust a diploméciai auték kapjak, az utébbit pedig a tob-
bi jarmi. Furfangia Diplo keriiletében sok kovetség taldlhat6. A keriilet egyik
parkol6hdzédban a beléptetd kapu leolvassa a rendszdmokat. Az 4prilis 30-ai sta-
tisztikdk azt mutattdk, hogy azon a napon 661 betiit és 278 szamjegyet olvasott le
a rendszer. Hanyszor hajtott be diplomdciai auté aznap ebbe a parkoléhazba?

(Juhdsz Ndndor, Szeged)

Els6 megoldds: Mivel mindegyik aut6 rendszdma két szimjegyet tartalmaz, ezért
az emlitett napon 278:2 =139 alkalommal hajtott be aut6 a parkoléhdzba. Ha
ezek mindegyike diplomadciai aut6 lett volna, akkor a rendszdmaikban Osszesen
1393 =417 betii szerepelt volna. Mivel a betlik szdma ennél 661—-417 =244 -
gyel tobb volt, és mindegyik nem diploméciai autd rendszdman kettével tobb be-
tl szerepel, mint a diplomdaciai auték rendszaman, ezért 244 :2 =122 alkalom-
mal hajtott be nem diplomdciai aut6 aznap a parkoléhdzba, tehdt 139-122 =17 -
szer hajtott be oda diploma4ciai aut6 ezen a napon.
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Mdsodik megoldds: Jeloljiik d-vel, illetve e-vel azt, hogy hdnyszor hajtott be az-
nap diplomdciai, illetve egyéb autd a parkoléhdzba. A rendszdmokon szerepld
betiik szdma alapjan felirhaté a 3d +5e¢ =661 egyenlet, a szdmjegyek szdma
alapjan pedig a 2d +2¢ =278 egyenlet. Az utébbi egyenlet mindkét oldaldt 2-
vel osztva kapjuk, hogy d +e =139, amelybdl e =139 —d. Ezt az els6 egyen-
letbe helyettesitve kapjuk, hogy

3d +50139-d) = 661.
A ziaréjelek felbontdsa és Osszevonds utdn adodik, hogy 695-2d =661, ahon-
nan 34 =2d, tehat d =17.
Tehat a parkol6hdzba 17-szer hajtott be diploméciai auté ezen a napon.

Berci irt egy programot, amely kiirta a képernydre névekvd sorrendben azokat az
1000-nél kisebb, pozitiv egész szamokat, amelyek 2-vel, 3-mal és 4-gyel is oszt-
hatok, és 5-tel osztva 1-et adnak maradékul.
a) Hény szdmot jelenitett meg a képernydn Berci programja?
b) Melyik volt az elsd és az utolsé szdm, ami megjelent a képernyén?

(Szabé Magda, Szabadka)

Megoldds: Azok a szdmok, amelyek oszthaték 2-vel, 3-mal és 4-gyel is, azok
oszthatok a hdrom szdm legkisebb k6zos tobbszorosével, vagyis 12-vel is. Azok
a szamok, amelyek 5-tel osztva 1 maradékot adnak, 1-re vagy 6-ra végzddhet-
nek. A 12 tobbszorosei parosak, igy nem végzdédhetnek 1-re. A 12 olyan tobb-
szoroseit keressiik tehat, amelyek 6-ra végzddnek. Ehhez a 12-t olyan szammal
kell megszorozni, amelyik 3-ra vagy 8-ra végzddik, azaz 5-tel osztva 3 maradé-
kot ad. A keresett szam tehat 12 [{5k +3) = 60k +36 alaku, ahol k egy nemnega-

tiv egész szdm. A képernyOn azok a szdmok jelennek meg, amelyekre teljesiil a
60k +36 <1000 egyenldtlenség. Az egyenlStlenség mindkét oldaldbdl 36-ot ki-

vonva, majd 60-nal osztva kapjuk, hogy k < 16%, vagyis k értéke lehet 0; 1; 2;

3;4; ...; 15; 16. Tehat Berci programja 17 szdmot irt ki a képernydre.
Az els6 szam, ami megjelenik a képerny6n, a 60 [0 +36 =36,
az utolsé szam pedig, ami megjelenik a képernyén, a 60 16 +36 =996.

Egy 5x5-0s négyzetet néhany 4x1-es és 3xl-es téglalapra vagtak szét. (Mas
méretll alakzat nem keletkezett a szétvagds sordn.) Hany téglalap keletkezett az
egyes fajtakbol?

(Fedorszki Addm, Beregszdsz)
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Els6 megoldds: A négyzet teriilete 25 egység, a keletkezd téglalapoké 4, illetve 3
egység. Nem lehet az 0sszes keletkezd téglalap 4x1-es, mivel a 25 nem oszthaté
4-gyel. Hasonl6an nem lehet a 3x1-es téglalapok szdma paros, mert akkor a 4x1-
esek teriiletosszegének pdratlannak kellene lennie, ami nem lehetséges. Nem le-
het 1 darab 3x1-es téglalap, mert a 25 -103 = 22 nem oszthato 4-gyel.

Ha a 3x1-esek szama 3, akkor a 4x1-esek szdma (25-303):4 =4.

Ez az eset lehetséges, amint ezt az aldbbi dbra is mutatja.

Nem lehet 5 darab 3x1-es téglalap, merta 25-5[3 =10 nem oszthat6 4-gyel.
Ha a 3x1-esek szama 7, akkor a 4x1-esek szama (25-7[3):4 =1. Ez az eset

azonban nem lehetséges. A 4x1-es téglalap az aldbbi dbrdkon lathaté harom 1é-
nyegesen killonbozé mddon vaghatd ki, hiszen annak 6sszes lehetséges elhe-
lyezkedése megkaphaté tiikrozéssel és forgatdssal az aldbbi dbrak egyikébdl. Ezt
kovetden az dbrara berajzolt 3x1-es téglalapok helyzete egyértelmi, és mindha-
rom esetben lathatd, hogy a szétvagas nem fejezhetd be.

1

6

Mdsodik megoldds: Legyen a 3x1-es darabok szdma x, a 4x1-es darabok szdma
pedig y. A téglalapok teriiletére felirhatd a kovetkezd egyenlet: 3x+4y =25. A

3x oszthat6 3-mal, a 25 pedig 3-mal osztva 1 maradékot ad, ezért a 4y-nak a 3-as
maradéka is 1. Mivel a 4-nek a 3-as maradéka 1, igy az y-nak is 1 a 3-as maradé-
ka. Masrészt 4y < 25, ezért y nem lehet nagyobb 4-nél, tehdt y =1 vagy y =4.

Ha y =1, akkor a fenti egyenlet alapjdn x =7. Ez az eset azonban nem lehetsé-

ges. A 4x1-es téglalap a kdvetkez6 oldali dbrdkon 14thaté harom lényegesen kii-
16nb6z8 médon véaghato ki, hiszen annak Osszes lehetséges elhelyezkedése meg-
kaphat6 tiikkrozéssel és forgatdssal az dbrak egyikébdl. Ezt kovetden az dbrédra be-
rajzolt 3x1-es téglalapok helyzete egyértelmii, és mindhdrom esetben lathato,
hogy a szétvigas nem fejezhetd be.
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6

Ha y =4, akkor a fenti egyenlet alapjdn x = 3. Ez az eset lehetséges, amint ezt

az alabbi dbra is mutatja.

Az erdei mandk falujdban 40-nél kevesebben élnek, mindegyikiik milliméterben
mért magassaga egy-egy pozitiv egész szdm. Jend és Rezsd a faluban laké ma-
nék. Jendnél nincs alacsonyabb mand, Rezs6nél pedig nincs magasabb a faluban.

4
A manok dtlagmagassdga Rezs6 nélkiil 148% mm, Jend nélkiil 1497 mm.

a) Osszesen hany erdei mano él a faluban?
b) Milyen magas lehet Rezs6?
(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

Megoldds:

a) A mandk atlagmagassidga Rezsd nélkiil 148% = % mm, Jend nélkiil pedig

149; :g mm. Mindkét esetben egy hijadn az 6sszes mané dtlagmagassdgat

szamoltuk, igy a két tort nevezdje a mandk szdmdandl eggyel kisebb szdm volt. A
két tort szamldldja is egész szdm volt, igy egyszerlisités utdn tigy lehetett a két
nevezd 4 és 7, ha az egyszerlisités eldtt a nevezd oszthatd volt 4-gyel és 7-tel is.
Mivel a nevezd legfeljebb 39 lehetett, igy egyetlen lehetséges értéke 28. Tehdt a
faluban 6sszesen 29 mano él.

595 _ 4165 és 1047 _ 4188
4 28 7 28
ge Rezs6 nélkiil 4165 mm, Jend nélkiil pedig 4188 mm. Az elmondottak alapjan

Rezsé 4188 —4165 =23 milliméterrel magasabb Jendnél.
Ha Rezs6 149 mm magas vagy ennél alacsonyabb lenne, akkor a 28 legmaga-

b) Mivel

, igy a mandk testmagassdgainak dssze-
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sabb mané 4tlagmagassdga nem lehetne 149 milliméternél nagyobb. Tehat Rezsd
legaldbb 150 mm magas. Ez az eset lehetséges. Ekkor Jend 150 —23 =127 mm
magas, a tobbiek magassaganak osszege 4165—-127 = 4038 mm. Lehet 12 mané
149 mm és 15 mané 150 mm magas, mert 12149 +15 150 = 4038.

Ha Jené 149 mm magas vagy ennél magasabb lenne, akkor nem lehetne a 28
legalacsonyabb mané atlagmagassdga 149 milliméternél kisebb. Tehat Jend leg-
feljebb 148 mm magas, ezek szerint Rezsd lehetséges legnagyobb testmagassiga
148+23 =171 mm. Ez az eset is lehetséges. A tobbi 27 mané magassidginak
Osszege 4165-148 =4017 mm. Lehet példdul 6 mané 148 mm és 21 mané 149
mm magas, mert 6 148 +21049 =4017.

Rezs6 testmagassdga lehet a két emlitett érték kozotti tetszleges egész szdmu
milliméter. Induljunk ki ugyanis az els6 esetbdl. Ha Rezsd 1 milliméterrel maga-
sabb, akkor Jend is, és a tobbi 27 torpe testmagassdgdnak Osszege is 1 millimé-
terrel csokken. Erre adhaté konstrukcié példdul ugy, hogy az elsd esethez adott
konstrukciéban egy 150-et 149-re cseréliink. Az eljardst tovabb folytathatjuk
ugy, hogy eldszor a 150-eket cseréljiik 149-re, majd ha mér nem tartalmaz az
Osszeg 150-et, akkor a 149-et cseréljiik 148-ra. Ezzel az eljardssal végiil eljutunk
a masodik megadott konstrukci6hoz. Mivel mindegyik esetben a 27 torpe 148,
149 vagy 150 mm magas volt, igy egyikiik sem volt alacsonyabb Jenénél vagy
magasabb Rezsonél.

Megjegyzés: Nem teljes a megoldds, ha csak azt igazoljuk, hogy Rezsé magassa-
gdnak legkisebb lehetséges értéke 150 mm, legnagyobb lehetséges értéke pedig
171 mm, hiszen ebbdl még nem kovetkezik, hogy Rezsd testmagassdga lehet
151; 152; 153; ...; 169; 170 mm is. Ezt is be kell bizonyitani, vagy konkrétan
meg kell adni minden esetben egy-egy konstrukciét, vagy meg kell mutatni, pél-
d4ul az itt lefrt médon, hogy hogyan juthatunk el a megfeleld konstrukcidkhoz.

5. Az dbrédn egy biivos négyzet 1dthatd, de néhany szdm sajnos elt{int
beléle. Tudjuk, hogy a blivos négyzetek minden sordban, minden
oszlopaban és mindkét 4tldjaban az ott taldlhaté harom szdm 6sz-
szege megegyezik. (Vagyis mind a nyolc hdromtagi Osszeg 13
egyenld.) Add meg az 6t hidnyz6 szdmot!

85]161(37

(Dr. Kiss Sdndor, Nyiregyhdza)

Megoldds: Jeloljiik a hidnyzé szamokat betlikkel. Az dgynevezett
blivos Osszeg a mdsodik sor alapjan 85+61+37 =183. A madso-
dik oszlop alapjan b =183 -(61+13) =183-74 =109. Nézziik a 85|61137

harmadik sort és a harmadik oszlopot. Az e mindkettdben szere- d|13]e
pel, a 37 pedig 24-gyel nagyobb a 13-ndl, ezért a d 24-gyel na-
gyobb a c-nél. A bal alsé négyzetet tartalmazé atléban d +61+c =183, igy

alb|c

d+c=183-61=122. Ezt a 122-t kell gy két szdm Osszegére bontani, hogy az
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egyik 24-gyel legyen nagyobb, mint a masik. Ha a nagyobb szdmbdl kivonunk
24-et, akkor egyrészt a két szdm egyenld lesz, mdsrészt dsszegiik 24-gyel csok-
ken, azaz 122-24=98 lesz. A kisebbik szdm, vagyis ¢ =98:2=49, ezért

d =49+24 =73. Mivel most mdr a két sz€1s6 oszlopban is két-két szdm ismert,
ezért a harmadik kiszdmolhato:

az els6 oszlop alapjan a =183 —(85 + 73) =183-158 =25,

a harmadik oszlop alapjan e¢ =183 — (49 + 37) =183-86 =97.

A kitoltott tdblazat az alabbi dbran lathato:

25[109] 49
85161)37
73113(97

Leirtunk  valahonnan R R LR

kezdve az 5 egymast
kovetd tobbszorosei koziil 16 darabot, majd ezeket az dbranak megfeleléen egy-
egy csillaggal letakartuk. Tudjuk, hogy az elsd téglalapban 1év6 szdmok Osszege
ugyanannyi, mint a masodik téglalapban 1évoké. Mennyi az els6 téglalapban 1év6
szdmok Osszege?

(Kekendk Tamds, Kassa)

Els6 megoldds: Két szomszédos szdm kozott 5 a kiilonbség. Mivel az els6 tégla-
lap utolsé (azaz hatodik) szdméatdl szdmolva a mdsodik téglalap utolsé (azaz 6t6-
dik) szdma a tizedik szdm, igy az utébbi 50-nel nagyobb. Hasonléan rendre 50-
nel nagyobb a mdsodik téglalap 1.; 2.; 3.; 4. szdma az els6 téglalap 2.; 3.; 4.; 5.
szamdndl. A masodik téglalap 5 szdmdnak Osszege ezért 5030 =250-nel na-
gyobb, mint az elsd téglalap 2.; 3.; 4.; 5. szdmdnak Osszege. A két téglalapban
ezért csak ugy lehet egyenld a szdmok Osszege, ha az els6 téglalapban az elsd
szdm a 250. Tehét az elsd téglalapban 1év6 szdmok Gsszege
250+255+260+265+270+275 =1575.

Mdsodik megoldds: Legyen a legkisebb szdm értéke x.

Ekkor az els6 téglalapban 1évd szdmok Osszege
x+x+5+x+10+x+15+x+20+x+25=6x+75,

a masodik téglalapban 1évd szdmok Osszege pedig
x+55+x+60+x+65+x+70+x+75=5x+325.

Felirhat6 tehat a kovetkezd egyenlet: 6x+75=5x+325. Az egyenlet mindkét

oldaldbél kivonva Sx-et és 75-6t, x =250 addédik. Tehat az elsd téglalapban 1évd

szamok Osszege 6x+75=6[250+75=1575.

20

Matematikdban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany



VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

7. Bodza felirta kozvetleniil egymds utdn, csokkend sorrendben az dsszes pozitiv
egész szamot 2019-td1 1-ig, igy a kdvetkezd szdmot kapta:
201920182017.....10987654321.
a) Mennyi maradékot ad a Bodza 4ltal felirt szdm 6-tal osztva?
b) Bodza alaposan megvizsgalta ezt a szdmot a papirjan, és ha taldlt legaldbb ha-
rom egyforma, 1-nél nagyobb szdmjegyet kozvetleniil egymads mellett, akkor be-
karikdzta ezeket a szamjegyeket. Hany szamjegyet karikdzott be Bodza?

(Kozma Katalin Abigél, Gyor)

Megoldds:

a) Egy szdm ugyanannyi maradékot ad harommal osztva, mint amennyit a szam-
jegyeinek Osszege. Nézziik a szdmokat a felirds sorrendjében, és irjuk le mind-
egyiknek a hdrmas maradékdt. A 2019 oszthaté 3-mal, igy hdrmas maradéka O.
Mivel a szdmok egyesével csokkennek, és 2019 szdm osztdsi maradékat frjuk le,
vagyis a sorozat tagjainak szdma is hdrommal oszthatd, igy a hdrmas maradékok
sorozata a kovetkezd lesz: 0; 2; 1; 0; 2; 1; ...; 0; 2; 1. Mivel egy szdm szdmje-
gyeinek Osszege is ugyanannyi maradékot ad hdrommal osztva, mint amennyit
maga a szdm, igy a fenti sorozat 6sszegének hdrmas maradéka egyben a Bodza
altal felirt 0sszes szdmjegy Osszegének harmas maradéka is. Mivel a sorozat ha-
rom egymast kovetd tagjanak osszege oszthaté harommal, igy az Osszes szam-
jegy Osszege is oszthaté harommal. A szdm 1-re végzddik, igy paratlan, tehat
nem lehet 6-tal oszthatd, de oszthaté 3-mal, tehat a Bodza altal leirt szam 6-tal
osztva 3 maradékot ad.

b) Bodza 2019-t61 2000-ig nem karikdzott be semmit, ez ellendrizhetd.

Nézziik 1999-t68]1 1000-ig a négyjegyll szdmokat. Ezek mindegyike 1-es szdm-
jeggyel kezdddik, igy csak azokban a szdmokban karikazott be 3-3 szamjegyet,
amelyeknek az utolsé hdrom szdmjegye egyenld (és nem 1). Ilyen szdmok: 1999;
1888; 1777; ...; 1222. Ez 83 = 24 bekarikazott szamjegy.

Most nézziik a haromjegyti szdmokat. Bekarikdzta azoknak a szdmoknak mind-
hirom szdmjegyét, amelyeknek minden szdmjegye egyenld (és nem 1). 8 ilyen
van: 999; 888; ...; 222. A tobbi szdm mindegyike legfeljebb két 9-es szdmjegyet
tartalmaz. Ha ezek a szdm végén vannak, és ez a szdm nem a 999, akkor a kovet-
kez6 szdm ennél 1-gyel kisebb, ezért elsé szdmjegye nem 9. Ez azt jelenti, hogy
ilyen médon nem taldlhatunk legaldbb hdrom egymadst kdvetd 9-est. Ha egy szdm
két 9-essel kezdddik, akkor eldtte egy néla eggyel nagyobb szdm 4ll. Ez csak ak-
kor végzddhet 9-re, ha a két 9-essel kezdddd szdm a 998, az el6zd szam pedig a
999. Vagyis mindossze két djabb 9-est taldltunk, a 998 elsd két szamjegyét, ame-
lyet be lehet karikdzni. Tehat 6sszesen 5 darab 9-es szdmjegyet karikdzott be
Bodza. Ugyancsak 5-5 darabot karikdzott be a tobbi szdmjegybdl is: a 888 és 887
nyolcasait, a 777 és 776 heteseit, ..., végiil a 222 és a 221 ketteseit. A haromje-
gyl szdmoknak tehat 6sszesen 8[3 =40 szamjegyét karikdzta be Bodza.
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Két egymast kovetd kétjegyli szam mdasodik szdmjegye mindig kiilonb6zd, ezért
koziiliik csak a két egyforma szdmjegybdl 4ll6 szamokat tudta bekarikdzni, a ko-
vetkezd szdm veliik egyenld elsd szdmjegyével: 99 és 98; 88 és 87; ...; 22 és 21.
Ez 83 =24 bekarikdzott szdmjegy.

Az egyjegyl szdmok koziil egyet sem lehet bekarikdzni.

Tehat Bodza 6sszesen 24 +40+24 =88 szamjegyet karikazott be.

Madsodik megoldds az a) részre: Szamoljuk Ossze a leirt szamjegyek Osszegét,
helyi érték szerint. Az ezres helyi értéken 20 darab 2-es és 1000 darab 1-es szam-
jegy szerepel, ezek osszege 1040. A 2000-nél nagyobb szdmokban a tobbi leirt
szamjegy 0sszege 100. 1-t6l 2000-ig a szdzas, tizes és egyes helyi értéken min-
den szamjegyet ugyanannyiszor, vagyis 200-szor irtunk le, tehat minden szam-
jegy Osszesen 600-szor szerepel. Ezeken a helyi értékeken a szdmjegyek Osszege
6000 +1+2+...+8+9) =600 [45 =27000. A Bodza altal lefrt szdm szdmje-

gyeinek osszege igy 28140. Mivel ennek a szdmnak a szdmjegydsszege 15, igy a
szdm szamjegyeinek Osszege oszthaté harommal, tehdt a szdm is oszthaté ha-
rommal. A szdm 1-re végzddik, igy paratlan, tehiat nem lehet 6-tal oszthato, de
oszthaté 3-mal, vagyis a Bodza altal leirt szam 6-tal osztva 3 maradékot ad.

Rita és Kristéf egy 6x6-0s négyzetracson a kovetkezd jatékot
jatsszdk: Minden 1épésben az éppen kovetkezo jatékos kiva-
laszt egy sort vagy oszlopot, és annak Osszes mezdjét befesti
a sajat szinével. Kristof szine a kék, Ritdé a rézsaszin. (Ha
valamelyik mezd kék volt, és azt Rita atfesti, akkor az a me-
z8 rézsaszin lesz, és forditva: egy mar rézsaszin mezdt Kris-
tof a 1épésével kékre fest.) Kristof kezd, és felvdltva 1épnek. Amelyik sort vagy
oszlopot valamelyikiik egyszer mér vélasztotta, azt egyikiik sem vdlaszthatja ki
Ujra. A jaték akkor ér véget, ha mar minden sort és minden oszlopot kivélasztotta
valamelyikiik. Rita nyer, ha a jaték végén pontosan 6-tal tobb rézsaszin mezd
van, mint kék, egyébként pedig Kristéf a gydztes. Melyik jatékosnak van nyerd
stratégidja? Adj meg egy lehetséges nyerd stratégiat!

(Vistan Laura, Kassa)

Megoldds: Belatjuk, hogy Ritdnak van nyerd stratégidja. Ha egy mezdt kétszer
befestiink, akkor annak a szine tobbé mar nem véltozik. Ha Kristof kivélaszt egy
sort, akkor Rita valasszon ki egy oszlopot, és forditva. Az elsd 1épéspdr utdn az a
mez0d, amelyik a kivdlasztott sor és oszlop kézds mezdje, mir nem véltoztatja
szinét, rézsaszin marad a jaték végéig. Kristéf mdsodik 1épése mindegy, hogy sor
vagy oszlop: biztosan egy olyan mezd lesz, amelyet § fest be masodszor, igy an-
nak a szine mdr nem véltozik, a jaték végéig kék marad. Johet Rita vilaszlépése.
Ha Kirist6f pl. sort vélasztott, akkor Rita 1€pése eldtt 2 sor és 1 oszlop mez6i
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vannak mdr befestve. Most 6 oszlopot vélaszt, igy ebben 2 befestett mezd van.
Ezeket mdsodszor festi be, igy ezek most mar a jaték végéig rézsaszinek marad-
nak. Krist6f harmadik 1épése eldtt 2 sort és 2 oszlopot festettek mér be, igy bér-
mit is tesz, a 1épése utdn 2 olyan mezd keletkezik, amely most mar mindig kék
marad. Rita vélaszlépése utdn az eldbb elmondottak miatt viszont 3 olyan mezd
keletkezik, amely a jaték végéig rézsaszin marad. Hasonléan gondolkodva, a ne-
gyedik, 6todik, hatodik 1épésben Kristéf rendre 3; 4; 5 mez6t fest véglegesen
kékre, Rita pedig rendre 4; 5; 6 mez6t fest véglegesen rézsaszinre. A jaték végén
ezért a kék mezok szdma 1+2+3+4+5=15, a rézsaszin mezdk szdma pedig

1+2+3+4+5+6 =21, tehat valoban 6-tal tobb rdézsaszin mezo lesz, mint kék.

Megoldasok, 7. osztaly

1. Egy kétkarti mérleg jobb oldali serpenydjébe csak piros, a bal oldaliba csak z6ld
golydkat tettiink. Tudjuk, hogy barmelyik két egyforma szinii golyénak egyenld
a tomege. A két serpenydben Osszesen 45 darab golydt helyeztiink el, igy a mér-
leg egyensiilyban van. Ha a jobb oldali serpeny&bdl 11 piros golyét elvennénk, a
bal oldali serpeny6bdl pedig 2 z6ld goly6t athelyeznénk a jobb oldaliba, akkor a
mérleg ismét egyensilyban lenne. Hany piros golyé van a jobb oldali serpenyd-
ben?

(Szabo Magda, Szabadka)

Elso megoldds: Legyen egy piros goly6 tomege p, egy zold goly6 tomege z. Je-
16ljiik a jobb oldali serpenydben 1évd piros golyok szdmat x-szel, ekkor a bal ol-
dali serpeny6ben 45-x darab zold goly6é van. Mivel a mérleg egyensilyban
van, igy felirhaté a kovetkezd egyenlet: p [k = z[(45—x). Az atrakodas utdn a
jobb oldali serpeny6ben x—11 darab piros és 2 z6ld golyo lesz, a bal oldaliban
pedig 43 —x darab zold, tehat felirhat6 a kovetkezd egyenlet:

pUx—-11)+20F =z [{43-x).
Az els6 egyenletben a zaréjelek felbontdsa utdn azt kapjuk, hogy

pLEk =450 -z 03,
amelyet rendezve adddik, hogy

pa+zd=452.(1)
A masodik egyenletben a zardjelfelbontds utan azt kapjuk, hogy

pLad-110p+203 =430 -z 3,
amelyet rendezve adddik, hogy

pa+zEd=4100+110p. (2)
Az (1) és (2) jeli egyenletek bal oldaldn ugyanaz a kifejezés 4ll, ezért a jobb ol-
dalon 4ll6 kifejezések is egyenlok, vagyis 450F =413 +110p, tehat
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403 =110p. (3)

Az (1) jelli egyenletet 11-gyel szorozva kapjuk, hogy
11pE+110 0 =49501.

Ebbe az egyenletbe (3) miatt 110p helyett 4% irhat6, tehat
403 +110 & =495

Mindkét oldalt osztva a pozitiv z szimmal, 6sszevonds utdn kapjuk, hogy
150k =495, azaz x =33.

A jobb oldali serpeny6ben 33 piros goly6 van.

Madsodik megoldds: Ha az athelyezés utdn mindkét serpeny6bdl elvennénk két
z06ld golyét, akkor a mérleg djra egyenstilyban lenne. Mi véltozott a mérleg ere-
deti dllapotdhoz képest? A jobb oldali serpenydben 11-gyel kevesebb piros golyd
van, a bal oldaliban pedig 4-gyel kevesebb zold. Mivel a mérleg igy is egyen-
silyban van, igy a két serpeny6bdl egyenld tomegili goly6t vettiink le, vagyis 11
piros goly6 egyenld tomegli 4 z6ld golydval. A bal oldali serpenydben 1év6 bér-
melyik 11 piros golyéval a jobb oldali serpeny&ben 4 zold goly6 képes egyen-
sulyt tartani, vagyis a két serpenydben a piros és zold golydk szdmdnak ardnya
11:4. A 45 golyé6t kell tehat 11:4 ardnyban felosztani. Mivel 11+4 =15 és
45:15 =3, igy a piros golyok szama 301 =3, a zoldeké pedig 3[4 =12.

A jobb oldali serpeny6ben 33 piros goly6 van.

Hany kiilonb6zd, harommal oszthatd, négyjegyli pozitiv egész szam készithetd a
0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyekbdl, ha egy szamhoz mindegyik szdmjegyet
a) legfeljebb egyszer hasznalhatjuk fel?
b) tobbszor is felhasznalhatjuk?
(Agé Balog Krisztina, Ujvidék)

Megoldds:

a) A felsorolt szdmjegyek koziil a 0 és a 3 harmas maradéka 0, az 1 és a 4 hdrmas
maradéka 1, a 2 és az 5 harmas maradéka 2. A szam akkor oszthaté harommal,
ha a szdmjegyek Osszegének hdrmas maradéka 0. Ezt kétféleképpen valdsithatjuk
meg: vagy két 1 maradéku és két 2 maradéku szamjegyet, vagy két O maradéku,
egy 1 maradéku és egy 2 maradéki szdmjegyet kell hasznilnunk. Az elsd eset-
ben a szamjegyek 1; 2; 4; 5, amelyeknek 43201 =24 lehetséges sorrendje van.
A masodik esetben biztosan szerepel a O és a 3; vdlasztanunk kell egyet az 1 és a
4, illetve a 2 és az 5 koziil, erre 2[2 =4 lehetdség van. Mivel a 0 nem 4llhat eldl,
a lehetséges sorrendek szdma 3[3[2[1 =18, igy ebben az esetben a lehetdségek
szdma 48 =72. Tehat osszesen 24+72 =96 megfeleld négyjegyt szdm ké-
pezhetd.

b) Az els6 helyre 5-féle, a masodik és a harmadik helyre 6-6-féle szdmot irha-
tunk, tehdt az elsé harom helyre Osszesen 50606 =180 -féleképpen irhatunk
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szdmjegyeket. Nézziik meg, hogy az eddig beirt szdmjegyek 0sszegének mennyi
a hdrmas maradéka. Ha ez a maradék 0, akkor az utolsé helyre a 0 vagy a 3 irha-
t6; ha ez a maradék 1, akkor az utolsé helyre a 2 vagy az 5 irhatd; ha ez a mara-
dék 2, akkor az utolsé helyre az 1 vagy a 4 irhat6. Azt tapasztaltuk, hogy az utol-
s6 helyre mindenképpen 2-féle szdmot irhatunk, tehat Gsszesen 180[2 =360
négyjegyll szdm felel meg a feladat feltételeinek.

Mdsodik megoldds az a) részre: A szdm akkor oszthaté hdrommal, ha a szdmje-
gyek Osszege oszthaté harommal.

A szdmjegyek Osszege legaldbb 0+1+2+3 =6 és legfeljebb 2+3+4+5=14,
ezért a szamjegyek Osszege lehet 6, 9 vagy 12. A szdmjegyek Osszege csak ugy
lehet 6, ha a szdmjegyek 0; 1; 2; 3. Mivel az els6 helyen nem allhat 0, igy a le-
hetséges sorba rendezések szdma 3[3[2=18. Ha a szdmjegyek osszege 9, ak-
kor a szdmjegyek lehetnek O; 1; 3; 5 vagy 0; 2; 3; 4; mindkét esetben az el6z6
esethez hasonléan a sorba rendezések szdma 18. Ha a szamjegyek Osszege 12,
akkor a szamjegyek lehetnek 0; 3; 4; 5 vagy 1; 2; 4; 5; az els6 esetben a sorba
rendezések szama 18, a masodikban 4 (3 (20 = 24.

Tehat 6sszesen 418 +24 =96 megfelel6 négyjegyli szam képezhetd.

3. Dani t4jfuté edzésre jar. Egy edzésrdl érkezve azt mesélte baratjanak, Téninak,
hogy az edzés résztvevdi koziil mindenkinek pontosan 4 bardtja volt jelen az
edzésen, és barmelyik két résztvevének pontosan 2 kozds bardtja volt jelen az
edzésen. Toni elgondolkodott, és kijelentette, hogy ez bizony nem lehetséges.
Bizonyitsd be, hogy Téninak igaza van! (A bardtsdgot minden esetben kolcso-
nosnek tekintjiik: ha példdul Andrds baratja Béldnak, akkor Béla is bardtja And-
rasnak.)

(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

Megoldds: Készitsiink abrat! Jeloljiik az edzés résztvevdit A B

pontokkal, és ha két versenyzd bardtja egymasnak, akkor V
kossiik 6ket 0ssze egy vonallal. Tételezziik fel, hogy Dani

mindenre j6l emlékezett. Legyen A négy bardtja B, C, D g
és E. Mivel A-nak nincs tobb bardtja, igy A és B kdzos ba- ‘v ¢
D

/

rétai csak A baratai koziil keriilhetnek ki. Legyenek A és B

ko6zo6s baratai C és D. Ekkor B és E nem lehetnek baratok,

mert gy A-nak és B-nek mdr 3 kozos bardtja lenne. Ezt az dbran szaggatott vo-
nallal jeloltik. De A és E kozos baratai is csak A bardtai koziil keriilhetnek ki.
Mivel E-nek nem barétja B, ezért C és D bardtja kell, hogy legyen E-nek. Ekkor
azonban C-nek és D-nek kozos bardtja A, B és E is, vagyis nekik mar 3 kozos ba-
ratjuk lenne. Ez a feladat feltételei szerint nem lehetséges. Tehat Toninak igaza
van, Dani valamire rosszul emlékezett.
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Megjegyzés: Belathat6: annak, hogy Dani allitdsa igaz legyen, sziikséges feltétele
az, hogy az edzés résztvevdinek szdma 7 legyen.

Képzeljiik el, hogy annyiszor felirtuk a kovetkezé mondatot, ahdny kiilonbdzd
médon az teljesiil: ,,Andris és Béla kozos bardtja Csaba.” Mindenkinek 4 baritja

van, koziilik kettot, akiknek 6 kozos baratja, % = 6 -féle modon valaszthatunk

ki. Vagyis minden résztvevd 6-szor szerepel mint kdzos bardt. Ha a résztvevok
szdma n, akkor a felirt igaz 4llitdsok szdma 6n. Most szdmoljuk Ossze ugyanezt

n[ﬂn—l)
2

Mivel minden ilyen parhoz 2 k6zos bardt tartozik, ezért kétszer ennyi, tehat
nln—1) a felirt allitdsok szdma. Ugyanazt kétféleképpen szamoltuk meg, ezért

mdshogy. Az n résztvevo koziil kettdt kivalasztani -féle médon lehet.

felirhaté a kovetkez6 egyenlet: nl(n—1) =6n. Mindkét oldalt a pozitiv n-nel

osztva, majd mindkét oldalhoz 1-et adva azt kapjuk, hogy az edzés résztvevdinek
szadma csak n =7 lehet.

Ez a megoldés azt igazolja, hogy ha a résztvevOk szdma nem 7, akkor Téninak
igaza van, Dani 4llitdsa nem lehet igaz. Azonban igy a megoldds nem teljes, hi-
szen be kellene még latni, hogy 7-re sincs konstrukci6.

Az ABC derékszogli haromszog AB atfogéjanak felezOpontja F. A C csticsbol
indulé magassagvonal a D pontban, a C csucsb6l indulé belsé szogfelezd az E
pontban metszi az 4tfogét. Az FE szakasz kétszer olyan hosszd, mint a DE sza-
kasz. Hany fokosak az ABC haromszog bels6 szogei?

(Dr. Katz Sdndor, Bonyhdd)

Megoldds: Készitsiink abrat!

5 |.- 20 a
B p x E 2x F A

Jelolje a DE szakasz hosszét x, ekkor az EF szakasz hossza 2x.

Legyen CAB«X =a és CBA< =f. Tudjuk, hogy a C csticsnél derékszdg van,
ezért a + [ =90°. Ha a hdromszoget tikkrozziik az F pontra, akkor téglalapot ka-
punk, melynek 4tl6i felezik egymast és egyenld hossziak, ezért AF = BF =CF.

(Ugyanez indokolhat6 a Thalész-tétel megforditdsaval is.)
Az ACF hiaromszog egyenl6 szard, ezért ACF<X=a, az F cstcsnél 1évo kiilsé
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sz0g BFC<« =2a. A BDC hiromszog derékszogli, B csicsndl 1évd belsd szoge
p, ezért BCD<x =90°-[=a.

A CE szogfelezd, ezért ECDX = FCE<« =45°—a, ezeket a szdgeket az dbran ¢-
nal jeloltikk. Legyen a D pontnak a CE szogfelezore vonatkoz6 tiikkorképe G. Mi-
vel a tilkrozés tavolsagtartd €s szogtartd, ezért EG = x, és az EG szakasz merd-
leges a CF silyvonalra. Az EFG derékszogli hdromszog egyik befogdja fele
olyan hosszu, mint az atfogdja. Ez egy ugynevezett félszabalyos haromszog, igy
F csucsndl 1€vo belsé szoge 2a =30°. Tehat az ABC haromszog A cstcsndl 16vo
belsé szoge @ =15°, B csicsndl 1év6 belsd szoge B=90°—a =75°. (C csics-
ndl 1évo szoge pedig nyilvan 90°.)

5. Egy tancest résztvevdi koziil voltak, akik mar ismerték egymadst, és voltak, akik
még nem. Az est sordn mindegyik lany egy-egy dlmodoz6 pillantést vetett mind-
egyik szdmdra ismer6s fidra, de senki mdsra nem. Ugyanakkor mindegyik fid
egy-egy dlmodoz6 pillantést vetett mindegyik szdmara ismeretlen lanyra, de sen-
ki masra nem. A résztvevdk dsszesen 180 dlmodozd pillantist vetettek.

(Az ismeretségek kolcsondsek: ha példaul Pisti ismeri Terit, akkor Teri is ismeri

Pistit.)

a) Hanyan lehettek ezen a tdncesten, ha az eddig elmondottakon kiviil csak any-

nyit tudunk, hogy a résztvevok szdma kevesebb volt 40-nél?

b) Hany 13 éves lany lehetett ezen a tdncesten, ha még azt is tudjuk, hogy mind-

egyik résztvevo 13 vagy 14 éves volt, és a lanyok életkordnak 6sszege 240 volt?
(Fedorszi Addm, Beregszdsz)

Megoldds:
a) Barmelyik fid és barmelyik lany kozott pontosan egy dlmodozé pillantasra ke-
riilt sor az est folyamdn: ha ismerték egymadst, akkor a lany, ha nem ismerték
egymadst, akkor a fid részérél. Az dlmodozé pillantdsok szdma ezért a fitk és a
lanyok szdmdnak szorzata volt, ami 180. A 180-at két pozitiv egész szdm szorza-
taként a kovetkezd mdédokon lehet felirni:
1080=290=360=4[45=536=630=9120=1008 =1205,
az egyes szorzatok tényezdinek 6sszege rendre
181; 92; 63; 49; 41, 36; 29; 28; 27.
Mivel tudjuk, hogy a résztvevdk szdma kevesebb 40-nél, igy 27, 28, 29 vagy 36
résztvevdje lehetett a tdncestnek.
b) Egyik lany sem idGsebb 14 évesnél, igy a lanyok szdma nem kevesebb, mint
240

” = 17%, és egyik lany sem fiatalabb 13 évesnél, ezért a lanyok szdima nem

tobb, mint 21;430 = 18%. Mivel a lanyok szdma egész szdm, igy a lanyok csak
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18-an lehettek (azaz a fidk szdma 10 volt). Ha mindannyian 13 évesek lettek
volna, akkor életkoraik 6sszege 1308 =234 ¢&v lett volna. De életkoraik 6sszege
ennél 6 évvel tobb volt, igy 6 lany 14 éves volt. Tehat a tincesten 18—6 =12
olyan lany vett részt, aki 13 éves.

Mdsodik megoldds a b) részre: Az a) rész megoldasabdl kideriilt, hogy a ldnyok
szdma csak 6; 9; 10; 12; 15; 18; 20; 30 lehetett. Ha a lanyok szdma 15 vagy ke-
vesebb lett volna, akkor életkoraik Osszege legfeljebb 1504 =210 év lett volna,
ha pedig a ldnyok 20-an vagy tobben lettek volna, akkor életkoraik 6sszege leg-
aldbb 2013 =260 év lett volna. Tehat a lanyok csak 18-an lehettek. Legyen ko-
ziiliik a 13 évesek szdma x, ekkor a 14 évesek szdma 18 —x. A lanyok életkorai-
nak 0sszegére felirhat6 a kovetkezo egyenlet: 13 [k +14 [(18 — x) =240. A zér6jel

felbontdsa és 6sszevonds utan kapjuk, hogy 252 —x =240, ahonnan x =12.
Tehat a tdncesten 12 olyan lany vett részt, aki 13 éves.

6. Ird be az abran lathat6 korokbe az 1; 2; 3; 4: 5: 6; 7; 8: 9
szamokat ugy, hogy ha kiszdmoljuk a berajzolt egyenesek
mentén a hdrom-hdrom beirt szdm Osszegét, akkor négy
egymast kovetd szdmot kapjunk! Melyik szdm keriilhet a
kozéps6 korbe?
(Mindegyik korbe egy szamot {runk, és mindegyik szamot
egyszer haszndljuk fel.)

(Réka Sdndor, Nyiregyhdza)
Megoldds: Ha mind a négy Osszegb0l kihagyjuk a kozéps6 korbe irt szdmot,
amelyik mindegyik 0sszegben szerepel, akkor is igaz lesz az, hogy négy egymast
kovetd szdmot kapunk. Ezek Osszege egyenld a kiilsé korokbe irt nyolc szdm
osszegével. Ezt megkapjuk, ha a felsorolt szamok koziil kihagyjuk a k6zépsé
korbe irt szdmot, és a tobbi nyolc szamot osszeadjuk. Négy egymadst kovetd szdm
koziil pontosan egy-egy olyan lesz, amely 4-gyel osztva 0, 1, 2, illetve 3 maradé-
kot ad. Mivel az 1 és 3 maradékot ad6 szamok Osszege oszthaté 4-gyel, igy a
négy szam Osszege 4-gyel osztva 2 maradékot ad. Mivel
1+2+3+4+5+6+7+8+9=45,

és a 45 négyes maradéka 1, ezért ugy lesz a kiilsé korokbe irt nyolc szdm Ossze-
gének négyes maradéka 2, ha a kozépsé korbe irt szam négyes maradéka 3. Te-
hét a kozépso korbe a 3 vagy a 7 {rhatd.
Mindkét esetben beirhatok a szdmok
a korokbe a szabdlyoknak megfeleld-
en, példdul az 4brdkon lathaté mo-
don. Az els@ 4brdn az egyenesek
mentén az Osszegek rendre 12; 13;
14; 15; a masodikon 15; 16; 17; 18.
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7. Az ABC hiromszdg AB és AC oldala egyenld hosszu. Legyen az AC oldal fele-
z8pontja D. Vegyiik fel az E pontot gy, hogy a BE szakasz felez8pontja D le-
gyen, az F pontot pedig ugy, hogy a DF szakasz felezdpontja illeszkedjen a BC
oldal egyenesére, és a DF szakasz merdleges legyen a BC oldal egyenesére.

a) Igazold, hogy az E, C és F pontok egy egyenesre illeszkednek!
b) Hanyszorosa az ABFE négyszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?
(Zajzon Csaba, Barot)

Megoldds:

a) Készitsiink 4brat! A E
A D pont az AC és a BE szakasznak is felez6pontja,
vagyis az ABCE négyszog atléi felezik egymadst, igy
ez a négyszog paralelogramma. A paralelogramma
szemkozti oldalai parhuzamosak, tehdt az EC sza-
kasz parhuzamos az AB szakasszal. A BCD hirom-
sz0g tengelyes tiikorképe a BC egyenesre nézve a
BCF héaromszdg, igy ez a két hdromszog egybevago,
tehdt megfeleld szogeik egyenlék: BCD< = BCF <.
Mivel az ABC hidromszdg egyenld szdrd, ezért az B P C
alapon fekvd szogei egyenlék: ABC<t = BCD<«. Az
el6zd két egyenlet alapjan BCF< = ABC<, a két
sz0g egyik szdra egy egyenesre illeszkedik, igy ma-
sik szogszaraik parhuzamosak, vagyis a CF szakasz
is parhuzamos az AB szakasszal. Ezzel belittuk, r

hogy a C ponton at hizott pArhuzamos egyenesre illeszkedik az E és az F pont is,
tehdt ez a harom pont egy egyenesre illeszkedik.

b) Az ABD és a DBC haromszogek AD és DC oldala egyenld hosszu, és mivel
harmadik csticsuk k6zos (a B csucs), ezért az ezen oldalakhoz tartozé magassa-
gaik is egyenldk, tehat teriiletiik is egyenlo:

Tasp = 1tpgc = Lasc .
2

Az ACE hdromszog az ABC haromszdg kozéppontos tiikorképe a D pontra néz-
ve, tehat

tACE = tABC N
A BFC hiaromszoég a DBC hiaromszog tengelyes tiikorképe a BC egyenesre néz-
ve, ezért

t

BFC —

Matematikdban Tehetséges Gyermekekért Alapitvany 29



VI. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny, Lakitelek, 2019. méjus 1-4.

t
47 +ABC:§t

t ABC 2 2 ABC>

ABFE = tABC +tACE +tBFC = tABC

vagyis az ABFE négyszog teriilete az ABC haromszog teriiletének 2,5-szerese.

Egy futéversenyen mind a 75 indul6 célba ért. Holtverseny nem volt, vagyis az
1.; 2.5 3.5 ...; 74.; 75. helyezések mindegyikét pontosan egy versenyzd szerezte
meg. A verseny el6tt minden indulé megtippelte, hogy hanyadikként fog célba
érni. Mindannyian mondtak egy-egy 0-ndl nagyobb, 76-ndl kisebb egész szamot,
amelyek 0sszege pontosan 2019 volt. Hanyan lehettek azok a versenyzdk, akik
eltaldltdk a sajat helyezésiiket?

(Erdds Gdbor, Nagykanizsa)

Megoldds: A helyezési szdmok 6sszege 1+2+3+...+73+74+75. Ezt az Ossze-
get kiszdmolhatjuk példdul a kis Gauss médszerével. Alkossunk parokat az 6sz-
szeg elsd és utolso tagjabol, masodik és utolsé eldtti tagjabol, és igy tovabb. Mi-
vel az Osszeg egyik tagja eggyel nd, a masik pedig eggyel csokken, igy minden
esetben ugyanakkora dsszeget kapunk, ez az 6sszeg 76 lesz. Ilyen médon 37 part
tudunk alkotni, és par nélkill marad a k6z€psd szam, a 38, tehat a szdmok Ossze-
ge 37[76+38 =2850. A versenyzOk altal megtippelt helyezések Osszege ennél
2850-2019 =831 -gyel kevesebb volt. A legkevesebben akkor tévedtek, ha
minden tévedd jobb helyezést tippelt maganak, és tévedésiik a lehetd legnagyobb
volt, vagyis a végén befutdk elsének tippelték magukat. Ekkor az utolsé 74-et, az
Ot megel6zd 73-at tévedett, és igy tovabb. Mivel 74 +73+72+...+ 63 =822, igy
12 tévedés még kevés, vagyis legaldbb 13-an tévedtek, példaul az el6bb elkezdett
moédon, majd a hitulrdl 13. versenyzé mdr csak 9-et. A tippek tehat: 1; 2; 3; ...;
61;62;54; 1; 1; ...; 1; 1. Vagyis a helyesen tippel6k szdma legfeljebb 62 lehet.
Nyilvan el6fordulhatott az, hogy senki nem taldlta el a helyezését. Az el6bb egy
olyan konstrukciét 1dttunk, amelyben az elsé 62 ember taldlta el a helyezését. In-
duljunk ki ebbdl a konstrukciébdl. Ha az elsé 62 ember koziil minden péros he-
lyezési szamu versenyzd eggyel jobb, és minden paratlan helyezési szdmu ver-
senyz6 eggyel rosszabb helyezést tippelt, akkor a tippelt helyezési szamok 0sz-
szege nem valtozik, és mindenki rosszul tippelt.

Vagyis a tippek ebben az esetben: 2; 1; 4; 3; 6; 5; ...; 62;61; 54; 1; 1; ...; 1; 1.
Most 14ssuk be, hogy a helyesen tippelok szdma lehet barmely 62-nél kisebb po-
zitiv egész szdm is. Induljunk ki abbdl a konstrukciébol, amelyikben 62 helyesen
tippeld van, és noveljiik a téveddk szamat egyesével tgy, hogy kdzben a tippelt
helyezési szdmok 6sszege ne véltozzon. Csokkentsiik le az utolsé helyesen tippe-
18 tippjét 1-gyel, és hogy az 6sszeg ne véltozzon, a magit elsének tippeld utolsd
helyezett tippjét noveljiik 2-re. Most eggyel kevesebben tippeltek helyesen. A
kovetkez6 1épésben az ekkor utolsé helyesen tippeld tippjét noveljiik 1-gyel, az
utolsénak befutott versenyzo tippjét pedig allitsuk vissza 2-r6l 1-re, igy mar ket-
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tével noveltikk meg a téveddk szdmat. Ezt a két 1épést ismételgetve elérhetjiik a
62 helyesen tippel6t tartalmazé konstrukciébdl indulva, hogy olyan példdkhoz
jussunk, amelyekben a helyesen tippeldk szdma 61; 60; 59; 58; ...; 2; 1; 0.

Megjegyzés: Azzal, hogy belatjuk, hogy a helyesen tippeldk szdma maximum 62
és minimum 0, még nem teljes a megoldds: be kellett latni azt is, hogy a helyesen
tippel6k szama lehet 1; 2; 3; ...; 60; 61 is.

Megoldasok, 8. osztaly

1. Pisti leirt egy hdromjegyii pozitiv egész szdmot, amelynek egyik szdmjegye sem
nulla, és mindhdrom szdmjegye kiilonb6z6. A Pisti dltal lefrt szdm egyenld a
szamjegyeibdl alkothaté hat kiilonboz6 kétjegyli szdm Osszegével. Melyik sz4-
mot irhatta le Pisti?

(Szabé Magda, Szabadka)

Els6 megoldds: Legyen az eredeti szdm abe, ekkor a szOoveg alapjan felirhat6 a
kovetkezd egyenlet:
ab +ba +ac +ca+bc +cb = ab.
Végezziik el mindkét oldalon a helyi érték szerinti bontast:
10a+b+10b+a+10a+c+10c+a+10b+c+10c+b =100a +10b +c.
Osszevonds utdn azt kapjuk, hogy
22a+22b+22¢ =100a +10b +c.
Az egyenlet rendezése utan 120 +21c = 78a, mindkét oldalt 3-mal osztva
4b+7c =26a. (1)
Mivel 26a =4b+T7c¢<49+7[9 =99, ezért a < 3.
Az (1) egyenletben 4b és 26a péros, ezért 7c is péros, tehdt ¢ is pdros. Legyen
¢ =2d, ahol d 5-nél kisebb pozitiv egész szdm. Az (1) egyenletbe ezt behelyet-
tesitve, majd az egyenlet mindkét oldalét 2-vel osztva azt kapjuk, hogy
2b+17d =13a.
Ha a =1, akkor 2b+7d =13. De akkor 7d <13, ezért csak d =1 lehet. Ekkor
b=(13-7):2=3 és ¢=20=2, ami j6 megoldds, mert a, b és ¢ értéke kii-
16nb6z6.
Ha a =2, akkor 2b+7d =26. De akkor 7d <26, valamint d paros, ezért csak
d =2 lehet. Ekkor b =(26-7[2):2=6 és ¢ =2[2 =4, ami j6 megoldas, mert
a, b és c értéke kiilonbozo.
Ha a =3, akkor 2b+7d =39. De akkor 7d <39, valamint d paratlan. Ha d =1,
akkor az egyenletbe visszahelyettesitve b =(39—-70):2 =16 ad6dna, ami nem
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lehet szdmjegy. Ha d =3, akkor b=(39-703):2=9 és ¢=23=6, ami j6
megoldds, mert a, b és ¢ értéke kiilonbozé. Azt pedig tudjuk, hogy d #5, mert

kiilénben az a nem lehetne szdmjegy.
Tehat a Pisti 4ltal lefrt szdm a 132, a 264 vagy a 396 lehetett.

Mdsodik megoldds: Legyen az eredeti szdm abe, ekkor a szoveg alapjéan felirha-
t6 a kovetkez6 egyenlet:

ab+ba+ac+ca+bc+cb=abc.
Végezziik el mindkét oldalon a helyi érték szerinti bontést:

10a+b+10b+a+10a+c+10c+a+10b+c+10c+b =100a +10b +c.
Osszevonds utdn azt kapjuk, hogy

22a+22b+22¢ =100a +10b +c.
Ebbdl leolvashatjuk, hogy a keresett szdm oszthatd 22-vel, vagyis paros és oszt-
hat6 11-gyel. Az egyenlet mindkét oldaldbdl a-t, b-t és c-t kivonva addédik, hogy

21la+b+c)=90l1la +D),
mindkét oldalt 3-mal osztva

Tla+b+c)=3[lla+b). (*)
A jobb oldalon 4116 kifejezés oszthatd 3-mal, ezért a szdm szdmjegyeinek Ossze-
ge oszthat6 3-mal, ami azt jelenti, hogy a keresett szdim oszthat6 3-mal. Masrészt
11a +b oszthaté 7-tel. Kideriilt tehét, hogy a keresett szdm tobbszorose a 2, 3, 11
szamoknak, tehdt a 66-nak is. Mivel hat darab kétjegyll szdm 0Osszege, ezért ki-
sebb 600-ndl, és nem tartalmaz sem O szamjegyet, sem két egyforma szdmjegyet.
A 66 kovetkezd tobbszorosei felelnek meg a felsorolt feltételeknek:

132; 198; 264; 396; 462; 528; 594.
A felsoroltak koziil a 198, 462; 528; 594 kizarhatd, hiszen ezekben a szamokban
a 1la +b kifejezés értéke rendre 20; 50; 57; 64; tehat egyik esetben sem oszthatd
7-tel. A megmaradt hdrom szdm szdmjegyei igazza teszik a (*) jelli egyenletet.
Tehat a Pisti altal leirt szdm a 132, a 264 vagy a 396 lehetett.

Teri Kecskeméten sziiletett. Egyik délutdn sziildvarosanak betilit irja be egy 3x3-
as tdblazat 9 négyzetébe ugy, hogy mindegyik négyzetbe egy betlit ir, elészor a
K betiit helyezi el valamelyik négyzetben, majd sorban egymds utdn a tdbbi betlit
(K; E; C; S; K; E; M; E; T sorrendben) gy, hogy a kdvetkezd betlit mindig az
eldzdleg beirt betlivel szomszédos négyzetbe irja. (Két négyzet szomszédos, ha
van kozos oldaluk.)
a) Hanyféleképpen toltheti ki Teri a tdblazatot?
b) Hanyféleképpen toltheti ki Teri gy a tdbldzatot, hogy minden sorba és min-
den oszlopba egy maganhangzd keriiljon?

(Csordds Mihdly, Kecskemét)
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Megoldds:

a) Szinezziik a tdblat sakktabla-szerlien, az dbrdnak megfelelGen.

Mivel 5 fekete és 4 fehér mezo keletkezett, ezért Teri csak valame-

lyik fekete mez6n kezdheti az elsd K betiivel a tdblazat kitoltését.

Ha Teri az els6 K betiit a kozépsd négyzetbe irja, akkor a kdvetke-

z06 E betlit 4 helyre irhatja, az ezt kovetd C betiit 2 helyre, innen viszont a tabla-
zat kitoltése mar egyértelmii. Ebben az esetben tehat 4[2 =8 -féleképpen tudja
kitolteni a tablazatot.

E ClE|C T|E
E|K|[E K E|K|S
E M| E|K

Ha Teri az elsd K betiit valamelyik csticsndl 1év6 négyzetbe irja, akkor a kovet-
kezd E betiit 2 helyre irhatja. Vagyis az els két betlit 4[2 =8 -féleképpen tudja
elhelyezni. Ezutdn a C betiit kétféle helyre frhatja: vagy az egyik csicsnal 1évd
négyzetbe, vagy kozépre. Az elsd esetben az S betll csak egy helyre irhatd, a ko-
vetkezd K viszont ismét kétféle helyre: vagy kozépre, vagy a csticsndl 1évd
négyzetbe. Ha kozépre irja, akkor a tovébbi kitdltés mar egyértelmii, ha pedig a
saroknégyzetbe, akkor az M betlinél ismét kétféleképpen donthet. Vagyis a kitol-
tést a sarokba irt C betli esetén 3-féleképpen lehet befejezni. A masodik esetben,
a kozépre irt C betlitdl a tablazat csak egyféleképpen tolthetd ki. Tehdt Teri
84 =32 -féleképpen tudja kitolteni a tablazatot az egyik sarokban kezdve.

K|E K|E|C K|E|C K|E|C K|E|T
E E[K]|S E|T|S E|M|[S S{clE
M|E|T M|E | K T|E|K K|E|[M

Vagyis az 0sszes lehetséges kitoltés szdma 8 +32 = 40.

b) Mivel a kit6ltés minden esetben fekete mezon kezddédik, ezért a paratlan sor-
szamu betlik fekete, a paros sorszamu betlik pedig fehér mezdbe keriilnek. A ha-
rom maganhangzé a sz6 2., 6. és 8. betlije, ezért ezeket csak fehér mezdbe lehet
frni. Az elsd sorban csak a kozépsé mezd fehér, igy csak ide keriilhet magéin-
hangz6. De ekkor a k6z€épsd oszlopba mdr frtunk magénhangzét, igy az alsé sor
kozépsé mezdjébe nem irhatunk. Ez viszont azt jelenti, hogy az alsé sorban nem
lehet magdnhangz6. Vagyis Teri nem tudja kitolteni a tdbldzatot a feltételeknek
megfelelden.
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3.

A VI. Nemzetkdzi Magyar Matematikaverseny egyik délutdnjan sakkversenyt
hirdettek a hetedik és nyolcadik évfolyamosok szdmdra. Mindegyik jatékos
mindegyik ellenfelével egy jatszmat jatszott. Mindegyik jatszma utdn a nyertes 1
pontot kapott, a vesztes O pontot, ha pedig dontetlenre végzddott a parti, akkor
mindkét jatékos fél-fél pontot kapott. A verseny végén kideriilt, hogy 9-szer any-
nyi hetedikes vett részt a versenyen, mint a nyolcadikos; illetve a hetedikesek al-
tal szerzett 6sszpontszdm 4-szer annyi volt, mint a nyolcadikosok altal szerzett.
Hany pontot ért el Karcsi, a legeredményesebb nyolcadik évfolyamos verseny-
z6?

(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

Megoldds: Legyen a nyolcadikosok szdma n, ekkor a hetedikesek szdma 9n. A
versenyen 10n jatékos vett részt, valamennyien 10n—-1 mérkdzést jatszottak,

10n {107 -1)

vagyis Osszesen =5n[10n—1) partira keriilt sor. Minden jitszma

végén 1 pontot osztottak szét a résztvevOk kozott, ezért a verseny végén a jatéko-
sok pontszdmainak Osszege Sn[{10n—1) volt. Mivel a hetedikesek Osszesen

négyszer annyi pontot szereztek, mint a nyolcadikosok, ezért a nyolcadikosok
osszpontszdma n[(10n—1), a hetedikeseké 4n[(10n—1) volt. Mivel mindegyik

versenyzd 10n—1 mérkdzést jatszott, igy egyik versenyzd sem szerezhetett en-
nél tobb pontot. A nyolcadikosok dsszpontszdma csak dgy lehetett n [(10n —1),

ha mindannyian minden mérkdzésiiket megnyerték. Ha a nyolcadikosok egynél
tobben voltak, akkor sor keriilt olyan mérkdzésre is, amelyiken két nyolcadikos
egymads ellen jatszott. Ezen a mérkdézésen nem tudtak mindketten nyerni, vagyis
nem tudta mindegyik nyolcadikos megnyerni az Osszes partijat. Tehat a verse-
nyen 1 nyolcadik osztdlyos és 9 hetedik osztalyos indulé volt. A nyolcadik oszta-
lyos, Karcsi, minden mérk6zését megnyerte, vagyis 9 pontot szerzett.

Az ABC hiaromszdg AB oldaldnak felez8pontja F. A BC oldal egyik bels6 pontja
D, az FD egyenes az AC oldal C-n tili meghosszabbitdsit az E pontban metszi.
Tudjuk, hogy a BDF és a DEC haromszogek teriilete egyenld. Legyen a D pon-
ton 4t az AB oldallal hizott pdrhuzamos egyenes és a BE szakasz metszéspontja
P, az AP és a CF szakaszok metszéspontja pedig Q.
a) Bizonyitsd be, hogy a BECF négyszog trapéz!
b) Bizonyitsd be, hogy a BPCQ négyszog paralelogramma!

(Dr. Bencze Mihdly, Brasso)
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Els6 megoldds: Mivel a BDF és a DEC harom- E
szogek teriilete egyenld, igy ha mindkett6hoz
hozzédvessziik a BED haromszoget, akkor az igy
kapott BEF és BEC hiromszogek teriilete is
egyenld lesz. Mivel a BEF és a BEC hdromszog-
nek k6zos oldala a BE szakasz, igy a BE oldalhoz
tartoz6 magassagaik is egyenldk lesznek, vagyis a C
C és az F pontok egyenld tdvol lesznek a BE

egyenestdl. A CF szakasz gy parhuzamos lesz a D P
BE szakasszal, tehat a BECF négyszog trapéz. Az

ABE haromszogben CF kozépvonal, hiszen par-

huzamos a BE oldallal, és illeszkedik az AB oldal

F felez6pontjara. Ebbol kovetkezik, hogy az AE y a B

szakasz felezdpontja C. Mivel az ABE hédrom-
szdogben BC és EF siilyvonalak, igy D a hdromszog silypontja, ezért a silyvona-

lakat 1:2 ardnyban osztja, tehdt ED =2[DF, igy ED__ 2IDF :2. Mi-

EF DF+2[DF 3
vel a DP és az FB szakaszok parhuzamosak, ezért az EDP és az EFB hiromszo-
gek belso szogei egyenldk, tehat a két haromszog hasonlé. A hasonlésag aranya
%, tehat %:% vagyis EP =2[PB. (*) Haszndljuk ki, hogy mivel az FQ
szakasz parhuzamos a BP szakasszal, és I az AB oldal felezpontja, igy FQ ko-
zépvonal az ABP hiaromszdgben. Hasonléan CQ kdzépvonal az APE hiromszog-
ben. Legyen az FQ szakasz hossza x. Mivel FQ koézépvonal az ABP haromszog-
ben, igy PB =2x. Ekkor EP =2[PB =4x, és mivel CQ kozépvonal az APE ha-
romszogben, ezért CQ =2x. A PB és a CQ szakaszok parhuzamosak és egyenld

hosszuak, tehat a BPCQ négyszog paralelogramma.

Madsodik megoldds: Legyen az ABC haromszog teriilete 2x, a BDF és a DEC ha-
romszdgek teriilete y. Mivel CF silyvonal az ABC haromszogben, ezért

— tABC —

tAFC = tBCF - ) =X

Ekkor 7.,
tocr =lppe Tlepp =Y T (X—y)=y+tx—y=x

Mivel t,,. =t, = x, ezért FC felezi az AFE hdromszog teriiletét, vagyis annak

Slgep “lppr = XY, ezert

sulyvonala. Ez azt jelenti, hogy a C pont az AE szakasz felezOpontja. Az FC sza-
kasz az ABE haromszog két oldalanak felez6pontjat koti Ossze, igy az ABE ha-
romszdg kozépvonala, ezért parhuzamos a BE szakasszal és fele olyan hosszd. A
BECF négyszog BE és FC oldalai parhuzamosak, igy ez a négyszog trapéz. Mi-
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vel az ABE haromszogben BC és EF stilyvonalak, igy D a hdromszog silypontja,
ezért a sulyvonalakat 1:2 ardnyban osztja, tehdt ED =2[DF, igy

ED _  2IDF _2

EF DF+2DF 3
Mivel a DP és az FB szakaszok parhuzamosak, ezért az EDP és az EFB harom-
szogek szogei egyenldk, igy a két haromszog hasonlé.

2 EP 2 EP
A hasonldsag ardnya =, tehit — ==, vagyis PB=—.(*
g y 3 ZB 3 gy > *)

EP
Haszndljuk ki, hogy CQ kozépvonal az APE hdromszogben, ezért CQ 27,

azaz CQ =PB. A PB és a CQ szakaszok parhuzamosak és egyenld hosszuak,
tehdt a BPCQ négyszog paralelogramma.

Megjegyzés: A (*)-gal jelolt 4llitds bizonyithaté hasonldsdg alkalmazdsa nélkiil
is. Az FBPD négyszog egy trapéz, ezért az FBP és az FPD hiaromszogek teriilete
egyenld. Az EDP haromszog teriilete kétszerese az FPD haromszog teriiletének,
mert alapja kétszer akkora, magassdguk pedig egyenld. Ekkor az FBP hirom-
szog teriiletének is kétszerese az EDP haromszog teriilete. Mivel a két harom-
szog EP és PB oldala egy egyenesre esik, és az ezekhez az oldalakhoz tartoz6
magassaguk egyenld, ezért EP és PB oldalaik ardnya egyenld teriileteik aranya-
val, tehat EP =2[PB.

Egy téglalap teriilete 4,9 m?, keriilete pedig 9,8 m. Hatdrozd meg a téglalap olda-
lainak hosszat, ha tudjuk, hogy azok deciméterben kifejezve egész szdmok!
(Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti)

Megoldds: Legyen a téglalap oldalainak hossza deciméterben mérve a és b, ame-
lyekrdl tudjuk, hogy pozitiv egész szdmok, valamint ab =490 és 2(a +b) =98,

tehdt a+b =49. A 490-et kell két pozitiv egész szdm szorzatdra bontani Ggy,

hogy azok Osszege 49 legyen. A lehetséges szorzatok:
11490=2[245=5098=700=10049 =1435.

A két tényezd Osszege az egyes esetekben rendre 491; 247; 103; 77; 59; 49. Ezek

koziil csak az utolso felel meg a feladat feltételeinek.

Tehat a téglalap oldalainak hossza 14 dm és 35 dm.
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6. Egy hétjegyli szdmot nevezziink blivosnek, ha oszthaté Osszes szdmjegyének
szorzatdval.
a) Harom egymadst kovetd hétjegyli szdm mindegyike blivds. Melyek lehetnek
ezek a szdmok?
b) Lehet-e taldlni négy egymadst kdvetd hétjegyli blivos szdmot?
(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

Megoldds: Egy biivos szdmnak egyik szdmjegye sem lehet nulla, hiszen akkor a
szamjegyek szorzata is nulla lenne, és egy hétjegyli szdm nem lehet oszthaté nul-
laval. Legyen az els0 hat szdmjegy szorzata n. Mivel a szdmjegyek szorzata
tobbszorose n-nek, ezért a szdmjegyek szorzata oszthaté n-nel. Két szomszédos
szam legnagyobb kozos osztdja 1, igy n =1 lehet csak. Ez azt jelenti, hogy a
szam els6 hat szamjegye 1-es. Mivel 1-gyel minden hétjegyli szdm oszthat6, igy
ezek kozill a szdmok koziil azok lesznek biivosek, amelyek oszthaték utolséd
szamjegyiikkel. Ezek koziil a szdmok koziil az 1111111, az 1111112 és az
1111113 biivos szamok, hiszen az oszthatésdg szabdlyai miatt rendre oszthaték
1-gyel, 2-vel és 3-mal. Az 1111114 nem biivés szdm, mivel az utolsé két szam-
jegyébdl alkotott szim nem oszthat6 4-gyel. Az 1111115 oszthat6 5-tel, mert 5-
re végzddik, az 1111116 pedig oszthatd 6-tal, mert pdros és szdmjegyeinek Osz-
szege 12; tovabba 1111117:7 =158731, tehdt ez a hirom szdm is bilivos. Az
1111118 nem blivés szdm, mert az utolsé hdrom szdmjegyébdl alkotott szam
nem oszthaté 8-cal, és az 1111119 sem biivos, mert szimjegyeinek dsszege nem
oszthat6 9-cel. Tehat hat blivos szdm van, amelyek a kovetkezok:

11111115 11111125 11111135 11111155 1111116; 1111117.

Az eddig elmondottakbdl kideriilt, hogy nincs négy egymast kovetd blivos szam.
Harom egymast kovetd blivos szdm lehet az 1111111; 1111112; 1111113; vagy
az 1111115; 1111116; 1111117.

7. Amikor a hét torpe leiilt egy kerek asztalhoz, Héfehérke elhatdrozta, hogy mind-
egyikiik fejére tesz egy-egy piros, sarga, kék vagy zold sapkat. Kuka rogton ki-
konyorogte, hogy 6 mindenképpen piros sapkdt kapjon. Abban minden torpe
egyetértett, hogy az egymds mellett iilk kiilonb6z6é szinli sapkdt kapjanak.
Hanyféleképpen tudta Héfehérke kiosztani a sapkdkat a feltételeknek megfeleld-
en? (Mindegyik szinti sapkabdl van legalabb 7 darab.)

(Erdés Gdbor, Nagykanizsa)

Els6 megoldds: Szamozzuk meg a torpéket Kukaval kezdve, @

az 4brén lathaté médon. Szdmoljuk 6ssze az eseteket aszerint @) @)
csoportositva, hogy Kukdn kiviil hdny tdrpe kapott piros sap-

kdt. Ha senki mds, akkor a 2-es torpén 3-féle sapka lehetett,  (© ®
hiszen nem lehetett rajta piros, ettdl kezdve a kovetkezdn ® @

mindig 2-2-féle, hiszen nem lehetett sem piros, sem olyan,
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mint amilyen az elz6 torpén volt. Ez 3[2° =96 eset. Ha egy torpe kapott még
pirosat, akkor ez a torpe lehetett a 3-as, 4-es, 5-0s vagy 6-os szamd, 6t tehat 4-
féleképpen valaszthattuk ki. A piros sapkas torpék utan kovetkezd torpék mindig
3-3, a tobbiek 2-2-féle sapkat kaphattak az el6zd esetnél elmondottak miatt, igy
itt az esetek szdma 4[3° [2° =288. Ha két torpe kapott még piros sapkit, akkor
Ok lehettek a 3-as és 5-0s, a 3-as és 6-0s, vagy a 4-es és 6-os szamuak, azaz 3 le-
hetéség van, igy az elébb elmondottak miatt ez 6sszesen 33’ 2 =162 eset.
Tehét az esetek szdma Osszesen 96 +288 +162 = 546.

Mdsodik megoldds: Szamozzuk meg a torpéket Kukdval kezdve, az els6 megol-
dés dbrdjan lathaté médon. Vezessiik be a kdvetkezd jelolést: legyen s, a lehet-
séges sapkakiosztdsok szdma, ha az asztalnal Kukdval egyiitt n torpe iil.
Szamoljuk meg a lehetdségek szamat, ha Kukdval egyiitt 3 torpe van, azaz hata-
rozzuk meg el8szor s, értékét. Ekkor a 2-es torpe sapkaszine 3-féle lehet, hiszen
nem lehet piros, a 3-asé pedig 2-féle, hiszen nem lehet sem piros, sem olyan,
mint amilyen a 2-esé volt, vagyis a lehetdségek szdma s, =3[2 =6.

Ha a torpék szdma Kukdval egyiitt 4, akkor vizsgaljunk két esetet. Ha a 3-ason
piros sapka van, akkor a 2-es és a 4-es sapkdja 3-3-féle szint lehet, ez 3[3 =9
eset, ha pedig a 3-ason nem piros sapka van, akkor az 6vé lehet 3-féle, a 2-esé és
a 4-esé 2-2-féle, ez 3[2[2 =12 eset, ezek szerint a lehetéségek szdma Gsszesen
s, =9+12=21.

Uljon most Kukdval egyiitt 5 torpe az asztalndl. Két esetet kiilonboztethetiink
meg. Ha a 4-es fején piros sapka van, akkor az 5-6s fején 3-féle szinli sapka le-
het. Mivel a 3-ason nem piros sapka van, ezért ha a 4-es és az 5-0s tdvozna az
asztaltdl, a 3 ott marado torpe iilésrendje akkor is megfelelne a feltételeknek. Ko-
rabban mér megdllapitottuk, hogy a 3 torpe iilésrendje s, =6 -féle lehet. Tehat

ebben az esetben a lehetdségek szdma 3[3, =306 =18. Ha a 4-es fején nem pi-

ros sapka van, akkor az 5-6s fején 2-féle szini sapka lehet. Ha az 5-6s tdvozna az
asztaltdl, a 4 ott marado torpe tilésrendje akkor is megfelelne a feltételeknek. Ko-
rabban mar megallapitottuk, hogy a 4 torpe iilésrendje s, =21 -féle lehet. Tehét

ebben az esetben a lehetdségek szdma 208, =2[21 =42, vagyis 5 torpe lehetsé-
ges iilésrendjeinek szdma s, =18 +42 = 60.

Az 5 torpe eseténél alkalmazott 1épés altalanosithatd, igy alkalmazhaté 6, majd 7
torpe esetén is: s, =203, +303, _,, ha n értéke legaldbb 5. Az Osszefiiggést al-

kalmazva s, =203, +303, =260 +3[21=120+63 =183,
végill 5, =203, +303, = 2083 +3[60 =366 +180 = 546.
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Megjegyzés: A méasodik megolddsban hasznalt médszert rekurziénak hivjuk. Ezt
"4 —1\"
felhaszndlva, teljes indukcié alkalmazasaval belathatd, hogy s, :w,

ha n legaldbb 2.

8. Az ABQQ,..Q,_, szabilyos k olda-

14 sokszdg belsejében helyezkedik el
az ABFP,..P,_, szabdlyos n oldald

sokszdg (k >n). Létezik-e olyan k

és n, amelyek eseténa Q,, F, és P,

pontok egy egyenesre illeszkednek?

(Grallert Krisztina, Miskolc)

Els6 megoldds: Mivel minden konvex sokszog kiilsé szogeinek osszege 360°,

60° 360°
és —.A

ezért a két szabdlyos sokszog kiilsé szogeinek nagysdga

360° 360°
PBQO,<« a sokszogek kiilsé szogeinek kiilonbsége, azaz F,BQ,« = - P
n
A P BQ, hiromszog egyenld szard (BB = Q,B = AB), ezért alapon fekvd szoge-
180° _(360 ) 36110 ) 180°  180°
n =90° - ——+——.
2 n k
Ha a Q1, P, P> pontok egy egyenesre illeszkednek, akkor a BF,Q,<C az n oldald

360°
sokszog P csticsdndl 1€v0 kiilsé szoge, ezért BRO,< = .
n

inek nagysidga BRQ,<« = BQ R« =

Ezt a szoget kétféleképpen is kifejeztiik, igy felirhaté a kdvetkezd egyenlet:
180° | 180° _ 360°
90° - + = .
n k n

2 2 _4
Az egyenlet mindkét oldalat 90°-kal osztva az 1—— +; =— diofantoszi egyen-
n n

lethez jutunk. Az egyenletet a pozitiv n-nel és k-val szorozva, majd egy oldalra
rendezve, 0sszevonds utdn azt kapjuk, hogy 0 =6k —2n —kn.

Adjunk az egyenlet mindkét oldaldhoz 12-t, majd a jobb oldali kifejezést alakit-
suk szorzattd: 12 =(6-n)k +2). Mivel n és k értéke is legaldbb 3, ezért

6-n<3 és k+2=5. A fenti egyenlet ezekkel a feltételekkel akkor teljesiilhet,
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ha 6-n=2 és k+2=6, vagy ha 6-n=1 é k+2=12. Az els6 esetben
n=4 és k=4, igy ez nem megoldasa a feladatnak, hiszen k >n nem teljesill.

A masodik esetben n =5 és k =10, amely megfelel a feladat feltételeinek.

Madsodik megoldds: Minden konvex sokszog kiilsd szogeinek osszege 360°, ezért

60 és %.A PBO <« a

a két szabdlyos sokszog kiils6 szogeinek nagysiga

360° 360°

két sokszog kiils6 szogeinek killonbsége, azaz F,BQ, <« = .A BBQ,

haromszog egyenl6 szdrd, hiszen BB =(Q,B = AB, ezért alapon fekvo szogeinek
360° 360°)

n k :900_180 +180 '

2 n k

Az n oldald sokszog belsé szogeinek Osszege (n—2)080°. A sokszog szaba-

—-2)180° °
lyos, ezért Py csicsanal 1€vE bels6 szoge BE P« = (=D U80" 180° - 360 .
n n

A Qi, Pi1, P> pontok egy egyenesre illeszkednek, ezért BF,P,< + BRQO,<x =180°,

o 1 o 1 o

vagyis 180°— 360 +90° - 80 + 80
n n

180° —(
nagysiga BRQ< =BQ PR« =

=180°. Az egyenlet mindkét oldalabdl

180°-ot levonva, majd 90°-kal osztva a 4 +1 2 +% =0 diofantoszi egyenlet-
n n

hez jutunk. Az egyenletet a pozitiv n-nel és k-val szorozva, dsszevonds és rende-
z¢€s utdn azt kapjuk, hogy 2n =6k — kn.

Emeljiink ki a jobb oldalon k-t: 2n =k [{6 —n). (¥)

Mivel 2n és k is pozitiv szdmok, igy 6 —n >0, tehdt n <6. Mdsrészt az n egy
sokszodg oldalainak szdma, ezért n =3, vagyis n értéke csak a 3; 4; 5 szamok ko-
ziil keriilhet ki.

Ha n =3, akkor a (*) egyenlet alapjan 6 =3k, ahonnan k =2 addédik, ami nem
lehet egy sokszog oldalainak szdma.

Ha n =4, akkor a (*) egyenlet alapjan 8 =2k, ahonnan k =4 addédik. Ez sem
megoldédsa a feladatnak, hiszen a feladat feltételei kozott szerepel, hogy k >n .
Ha n =5, akkor a (*) egyenlet alapjan k =10, amely megfelel a feladat fel-
tételeinek.
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